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11 公元 前 的 太阳 也 是 圆 的 ! 


从 人 类 祖先 的 祖先 诞生 在 这 个 地 球 上 算 起 ,经 历 
了 几 千 万 年 的 时 间 。 我 们 看 见 的 太阳 几乎 总 是 图 的 ,而 
月 亮 帕 于 地 球 的 小 挡 , 有 图 有 忽 ， 

椭圆 、 抛 物 线 、 双 曲线 等 都 是 很 晚 才 发 现 的 曲线 。 
地 球 诞生 之 前 ,太阳 就 是 圆 形 的 ,月亮 大 概 是 和 地 球 同 
时 诞生 的 。 

在 使 用 工具 和 火 不 久 , 人 类 对 太阳 和 月 亮 ,或 者 对 
动物 和 鱼 类 的 眼睛 是 圆 的 ,也 就 是 说 对 圆 这 种 形状 一 
定 感到 很 奇妙 。 

以 后 , 随 着 文明 的 逐渐 发 达 , 到 了 公元 前 3 世纪 ， 
古 希 腾 的 欧 几 里 得 整理 了 几何 学 后 ,对 于 如 何 计 算 贺 
的 周 长 和 它 的 面积 这 类 问题 ,即使 不 是 数学 家 ,也 会 解 
决 。 

在 埃及 的 罗 赛 达 碑 (解读 古 埃及 文字 的 钥匙 的 五 
碑 ) 和 林 德 纸 莎 草 纸 上 记 载 的 数学 史料 以 前 ,估计 一 定 
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圆周 


i. d 


图 1-1 古代 人 党 得 . 圆 很 奇妙 E 1-2 


岂 有 人 在 砂 地 上 立 起 本 棒 . 并 在 长 度 确 定 的 绳子 前 面 
а К. Я НЕЦ 


1.2 圆周 与 直径 成 比例 


无 论 圆 的 大 小 如 何 , 其 周 长 与 直径 的 比 是 一 定 的 。 
人 和 们 从 介 么 时 候 起 想到 这 个 问题 ? 
远古 , 数 刚 诞生 时 ,肯定 只 在 1 个 和 许多 个 之 间 有 
区 别 。 而 且 , 在 很 早 以 前 ,就 只 考虑 1 和 2 这 两 个 数 ，。 
以 后 ,因为 1 个 人 有 2 只 脚 和 2 只 手 ,2 个 人 就 有 
4 只 脚 和 4 只 手 ;1 头 家 畜 有 4 只 脚 ,2 头 家 畜 就 有 8 
只 脚 . 等 等 。 不 久 , 就 知道 了 比例 的 概念 。 
另外 ,人 们 知道 了 大 的 石头 重 ,小 的 石头 轻 , 比例 
的 概念 就 发 展 到 比例 常数 。 
到 了 这 个 阶段 ,自然 而 然 会 关 顾 圆周 的 长 度 与 图 
的 直径 之 闻 一 定 的 比例 常数 ,尽管 圆 有 大 有 小 ,但 对 一 
个 图 来 说 ,其 周 长 / 与 直径 4 之 间 的 比例 常数 就 是 圆 
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根据 远古 的 记载 ,圆周 率 p 是 圆周 长 /1 除 以 直径 
d 的 值 ,也 就 是 说 “p 是 1 除 以 4”。 改 成 现在 的 表示 方 
法 是 р=1—а 

那 时 肯定 已 经 知道 了 加 法 .减法 和 乘法 等 计算 方 

不 过 ,恐怕 还 没有 圆周 率 这 个 词 和 表示 圆周 率 的 
符号 。 

公元 前 2000 年 的 巴比伦 人 认为 圆周 率 的 值 是 3 


或 3 言 。 另 外 , 稍 后 时 代 的 埃及 人 将 加 周 率 的 值 定 为 也 


—4х|&) (当然 已 经 修改 成 了 现在 的 表示 形式 ) № 


公式 原 式 表示 在 有 名 的 林 德 纸 莎 划 纸 上 ,写成 小 数 就 
是 3.16049。 


当时 列 出 的 式 子 大 概 是 р=4х = "Lin 9 吧 ， 根据 现 


代数 学 工作 者 的 想像 ,也 就 是 这 样 ， 

远古 时 代 , 尼 罗 河 经 常 发 生 洪 水 ,因而 土地 的 界限 
变 得 不 清楚 了 。 这 是 土地 测量 活动 频繁 的 原 忆 。 测 量 
师 在 尼罗河 边 的 平坦 砂 地 上 立柱 子 , 输 上 一 定 长 度 的 
绳子 ,在 绳子 的 前 端 捆 上 另 一 根 短 棒 , 在 砂 地 上 划 贺 
用 该 短 棒 划 地 面 , 即 形成 圆周 。 

因此 ,使 用 绳子 测量 直径 的 长 度 , 再 用 直径 测量 在 
砂 地 上 形成 的 圆 属 的 长 度 , 此 长 度 是 直径 的 3 倍 多 。 

如 果 不 考虑 余数 的 话 , 圆周率 大 概 为 3 不 是 也 不 
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错 吗 ? 然而 由 于 是 粗略 的 数 , 所 以 不 太 让 人 感 兴趣 。 
以 余下 部 分 的 长 度 为 单位 ,测量 直径 的 长 度 时 ,是 
7 倍加 少量 的 余数 。 假 设 直径 的 长 度 为 1, 则 图 周 的 长 


度 是 比 3 和 地 加 在 一 起 要 小 的 数 。 这 样 想像 的 话 ,圆周 
率 青 定 是 在 3 六 和 3 二 之 间 。 


由 此 ,大 概 远古 时 代 的 圆周 率 是 3,3 方 ,3 p. UU 
们 起 了 相当 大 的 作用 。 


1.4 圆 面 积 问题 


自 公元 前 的 远古 时 代 以 来 ,对 圆周 率 就 有 了 各 种 
各 样 的 考虑 ,圆周 率 的 计算 方法 也 多 种 多 样 . 在 此 期 间 
流传 着 一 个 有 趣 的 故事 。 人 们 称 其 为 “图 面积 问题 ”。 

大 约 2600 年 以 前 , 希 购 的 印 欧 学 派 活 跃 的 时 候 ， 
有 位 叫做 阿 那 克 梅 内 斯 的 天 文学 家 。 在 其 弟子 中 ,有 一 
位 非常 优秀 的 青年 , 叫 阿 那 克 萨 哥 拉 (Anaxagoras，B-. 
C. 500 一 B.C,428) .该 人 有 聪明 的 头脑 ,能 够 正确 地 判 
断 ,解释 了 天 文学 上 的 许多 现象 。 

但 是 ,因为 当时 都 认为 天 文学 上 的 事 是 上 天 的 虽 
意 , 因 此 没有 人 进行 科学 的 测量 。 

然而 , 阿 那 克 萨 如 拉 已 经 对 太阳 的 运行 ,各 夜 的 变 
化 ,月 圆 月 缺 , 星 的 运行 等 进行 了 调查 研究 ,并 试图 对 
各 种 天 地 变化 加 以 解释 说 明 。 他 反复 进行 了 各 种 各 样 
的 研究 ,在 当时 ,一 般 人 认为 他 是 衰 渎 神明 的 不 法 之 
徒 ,因而 受到 了 很 大 的 非 难 。 

RE ЖЖ ЛЖ, 而 且 把 他 的 书 全 部 没收 。 但 
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即使 在 监狱 中 他 仍然 继续 考虑 能 做 的 事 ,他 考虑 了 一 
个 几何 学 的 问题 ,这 就 证 生 了 有 名 的 “ 圆 面积 问题 "。 


图 1-3 如 何 作 与 圆 面积 相等 的 正方 形 ? 

所 谓 圆 面积 问题 就 是 “ 作 与 圆 相等 面积 的 正方 
Ж”, 

因此 ,有 的 研究 者 认为 ,为 解决 此 问题 的 阿 那 克 萨 
哥 拉 是 最 先 研究 圆周 率 的 人 。 

此 问题 成 为 世界 三 大 难题 之 一 。 

所 谓 的 世界 三 大 难题 都 是 几何 问题 ,而 且 也 都 只 
是 作 图 问题 。 

作 图 问题 ,就 是 只 使 用 直 尺 和 两 脚 规 ,对 图 形 进 行 
描绘 ,不 能 使 用 测量 长 度 的 尺 和 测量 角度 的 分 度 尺 。 

“图 面积 问 惠 ?是 三 大 难题 中 的 一 个 ,其 它 的 第 二 
个 .第 三 个 难题 如 下 所 述 。 

第 二 个 难题 是 “将 给 定 的 角 三 等 分 ”; 第 三 个 难题 
是 “作出 给 定 立方 体 的 2 倍 的 立方 体 ”。 

关于 第 三 个 立方 体 的 问题 ,流传 着 下 面 那 样 的 小 
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故事 . 

远 十 时 代 , 在 希腊 一 个 叫做 提 洛 岛 的 地 方 , 有 一 位 
国王 ,他 的 儿子 ,也 就 是 王子 ,得 了 一 种 奇怪 的 病 , 很 快 
就 去 世 了 .国王 非常 悲伤 , 派 人 去 给 死去 的 儿子 修一 座 
富丽 的 坟墓 。 但 是 当 他 看 到 修好 的 坟墓 以 后 认为 太 小 
了 ,决定 再 修建 一 座 稍 大 一 点 的 坟墓 。 

四 此 ,国王 命令 家 臣 修建 一 座 体 积 为 上 座 墓 的 2 
售 的 坟墓 。 家 臣 们 打算 将 长 、. 宽 .高 分 别 增 加 到 原来 的 
2 们 ,这 时 体积 却 成 了 原来 的 8 倍 。 

为 了 将 新 坟墓 的 体积 做 成 原来 的 2 倍 , 必须 把 一 
边 的 长 度 做 成 原来 的 尽 2 倍 。 于 是 他 们 便 和 当时 的 大 
数学 家 柏拉图 (Plateon.B.C. 429—B. C. 347) BE Ж. dd 
拉 图 和 弟子 们 共同 进行 了 研究 .最 终 仍 未 得 到 正确 的 

此 后 .这 个 问题 . 除 希 腊 全 国外 ,还 越过 了 意大利 、 
法 国 . 德 国 ,英国 等 国 扩 大 到 全 世界 。 

在 此 ,离开 世界 三 大 难题 的 话题 , 稍 说 一 下 尚未 得 
到 解决 的 费 马 大 定理 。 


图 1-4 费 马 (1601-…1665) 
ЖО ЖЛ + 3? (Pierre de Fermat.1601-—16652 是 


法 国 图 卢 兹 附近 一 位 皮草 商 的 儿子 。 他 没 进 过 学 校 , 是 
在 家 许 中 受 的 教育 。1631 年 他 30 岁 的 时 候 , 被 选 为 地 
方 议会 议员 。 此 后 作为 一 名 忠实 的 议员 活跃 在 社会 上 ， 
为 当地 尽职 尽责 ,他 是 利用 业余 时 间 , 出 自 兴 趣 研究 数 
学 的 ,并 没有 发 表 自 己 的 研究 成 果 。 但 他 死 后 出 版 的 书 
信和 笔记 即 称 为 “ 费 马 大 定理 ”。 

在 他 所 研读 的 亚历山大 时 代 的 数学 家 戴 苏 图 斯 的 
整数 论 的 空白 处 写 下 了 这 样 一 段 话 ,“ 当 nn 为 大 于 2 的 
整数 时 ,不 存在 满足 rty =r WERKA, y. 
xx E, 38 uL WE, Bax EE ДАР,” 

这 个 问题 也 同 世 界 三 大 难题 一 样 ,在 以 后 350 多 
年 的 长 时 间 里 ,全 世界 的 数学 家 们 协作 研究 ,但 仍 未 得 
到 解决 。 

对 于 这 个 问题 ,根据 1908 年 德国 的 叫 威 尔 斯 卡尔 
的 人 的 和 遗言 ,到 2007 年 完成 此 证 明 的 人 ,将 得 到 10 万 
马克 的 奖金 。 但 是 ,这 是 1919 年 以 前 的 奖金 额 ,由 于 第 
一 次 世界 大 战 的 恶性 通货 膨胀 和 随后 货币 价值 的 变 
动 , 现 在 这 个 奖金 数 已 变 得 很 少 了 。 

1988 年 3 月 18 日 的 朝日 新 闻 的 晚报 上 .刊登 了 
一 个 日 本 人 参与 解决 此 问题 的 文章 ,下 面 简单 介绍 一 
下 。 

此 人 就 是 现在 在 德国 马克 … 普 朗 克 数学 研究 所 的 
日 本 数学 家 ,东京 都 立 大 学 助理 教授 官 疾 洋 一 先生 。 虽 
然 他 还 没有 完成 ,但 已 有 了 相当 的 进展 ,说 不 定 再 努力 
一 下 就 成 功 了 。 

对 x"-- y" == z" Жі, Ш n—2 时 ,有 а? Hy =R, 
噢 ,这 大 概 是 在 什么 地 方 见 到 过 的 等 式 吧 ! 

是 的 ,这 就 是 非常 有 名 的 “ 毕 达 格拉 斯 定理 (三 平 
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F”, 

n=? 时 ,满足 此 关系 式 的 整数 有 无 数 个 ， 我 们 知 
道 的 有 37 4-4! —5* 57 -- 12? — 135, 7? 十 242 一 252.92 十 
402 一 412.112 十 602: 一 612 AE AR 

然而 , 费 马 除了 整数 论 中 的 发 现 外 ,还 发 现 了 与 第 
卡 儿 不 同 的 解析 几何 学 (使 用 坐标 的 几何 学 )。 再 者 ,他 
对 微 积 分 的 见解 也 与 牛顿 和 药 布 尼 兹 的 不 同 , 是 他 独 
自考 虑 的 方法 。 因 此 ,法 国人 把 费 马 称 为 微 积分 的 发 明 
者 。 


1-5 牛顿 (1642. -1727》 


稍微 离 一 下 题 . 微 积分 学 是 英国 的 牛顿 (Sir 1. 
Newton, 1642—1727) #0 {& 9 ЗЕ ж Е #06. м. 
Leibniz,1646 一 1716) 几 乎 同时 分 别 研究 、 发 明 的 。 而 
德国 和 英国 过 去 一 直 不 友好 ,长 时 间 争 夺 领 先 权 ,所 以 
不 能 判决 ,现在 ,可 以 认为 是 他 们 二 人 同时 进行 了 同样 
的 研究 ,完成 了 今日 的 微 积分 学 。 

但 是 ,现在 使 用 的 微 积 分 符号 几乎 都 是 莱 布 尼 兹 
想 出 来 的 。 

日 本 江 户 时 代 的 数学 家 内 考 和 也 是 在 同一 时 期 用 
同样 的 微 积分 法 求 图 面积 的 。 
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现在 再 回 到 正题 上 , 圆 面积 问题 无 法 解决 ,这 一 点 
已 经 证 明了 。 但 当时 的 数学 家 相信 这 个 问题 是 可 能 解 
决 的 ,为 此 考 讶 了 各 种 各 样 的 方法 .其 中 有 一 位 距 今 已 
有 2400 年 索 菲 斯 特 学 派 的 名 纪实 带 风 的 人 ,他 求 出 半 
径 为 1 的 圆 内 接 正方 形 的 面积 ,接着 将 内 接 正方 形 的 
边 数 增加 到 2 倍 成 为 8 边 形 ,进而 再 将 边 数 增 至 2 倍 
成 为 16 AW, ЖЕМИ € 2 倍 成 为 32 边 形 ,64 
边 形 , 求 其 面积 ,再 继续 求 内 接 正 128 变形 的 周 长 及 看 
积 。 他 相信 ,如 果 用 这 种 方法 一 个 接 一 个 地 求 下 去 的 
话 , 圆 的 面积 和 周 长 是 可 以 求 出 来 的 。 

另外 ,名 叫 草 里 森 的 数学 家 利用 圆 外 切 正方 形 来 
计算 圆 的 面积 及 周 长 。 他 将 边 数 逐渐 增加 为 8,16 ,32， 
64,… 等 等 , 求 其 多 边 形 的 面积 和 周 长 。 

习 此 ,其 他 数学 家 认为 将 他 们 二 人 的 计算 值 平均 
〈《 相 加 和 平均) 的话 更 好 。 

这 时 ,古代 希腊 有 名 的 大 数学 家 、 物 理学 家 阿 基 米 
德 发 表 了 下 面 的 方法 。 

“将 圆 的 半径 作为 高 ,将 圆周 的 长 度 作为 底 边 的 三 
角形 的 面积 就 等 于 圆 的 面积 ?。 

的 确 , 通 过 这 种 方法 ,半径 为 z 的 图 的 面积 为 rX 
2xr 一 2 一 xr?, 这 便 成 了 图 面积 的 公式 。 

因为 要 把 与 圆周 相 闻 的 长 度 作为 底 边 ,所 以 要 考 
“ЖЕ p Ж”. 

因此 ,圆周 率 r 的 计算 变 得 非常 重要 了 。 换 言 之 ， 
如 果 由 圆周 率 的 计算 ,能 够 算出 正确 的 圆周 长 度 的 话 ， 
圆 的 面积 也 可 以 正确 地 计算 。 


1.5 阿 基 米 德 的 圆周 率 


在 此 稍微 介绍 一 下 著名 的 阿 基 米 德 。 

古代 希腊 的 阿 基 米 德 (Archimedes , B. C. 287 一 B. 
C. 212) 是 一 位 研究 数学 和 物理 学 ,并 有 许多 发 明 的 科 
学 家 .他 发 现 了 用 小 的 力 可 以 推动 大 物体 的 杠杆 原理 。 
使 用 这 个 原理 可 以 驱动 大 船 。 他 说 :给 我 大 的 杠杆 和 
支点 的 话 , 即 使 地 球 也 能 推动 ”。 


图 1-6 阿 基 米 德 
(B. C. 287—B. C. 212) 


另外 ,他 还 使 用 比重 的 方法 ,证 明了 王冠 不 是 纯 金 
的 。 这 个 故事 也 是 相当 有 名 的 。 

他 发 现 比 重 是 因为 进入 浴池 的 瞬间 党 得 自己 的 身 
体 变 轻 了 。 发 现 这 一 现象 后 ,他 非常 高 兴 , 竟 然 一 丝 不 
挂 走 到 了 大 街 上 。 他 是 裸体 在 大 街 上 飞 跑 的 始祖 。 

而 且 , 他 还 进行 了 有 关 圆 的 研究 ,发 现 了 求 图 周 长 
度 和 圆 面积 的 公式 ,还 计算 了 圆周 率 л 的 近似 值 。 


公元 前 3 世纪 他 就 求 出 了 x 的 近似 值 3 十 区 二 x 


10 


1 211875, 
<23++-у, тл с 5=59°А23, 14163, 


ЖТ EC DLS ЖЛЕ РКТ. KEEK 
攻 进 他 家 时 , 鸳 正 在 床上 描绘 图 形 , 因 为 士兵 践 路 了 他 
研究 的 图 形 , 他 猛然 不 加 思索 地 喊 到 “不 要 践 嗜 图 形 ”， 
而 被 杀害 了 。 

阿 基 关 德 直到 死 的 对 候 还 在 研究 图 形 .日 后 ,敌国 
的 国王 听 到 了 这 件 事 ,为 杀 了 一 位 杰出 的 人 士 而 感到 


16 最 早 计 算 圆 周 率 的 人 


通过 使 正 多 边 形 内 接 于 圆 , 将 其 边 数 逐 渐 增 多 来 
计算 圆周 长 度 的 方法 ,很 早 就 用 于 圆周 率 的 计算 了 。 当 
圆 的 直径 为 1 时 ,其 圆周 长 就 是 圆周 率 , 也 就 是 说 ,2xr 


==2лх >=. 
= VU 


| 


EN 


图 1-7 
希腊 大 数学 家 阿 基 米 德 用 这 种 方法 计算 圆 内 接 正 
6,12,24,48 边 形 的 周 长 , 最 后 算 到 图 内 接 正 96 31 3 


的 周 长 . 发 现 圆周 率 比 3 ж, Str de X 3 БОТ ЖО 
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1i 


图 1-9 


外 切 (各 边 切 于 圆 ) 正 96 边 形 的 周 长 ,发 现 圆周 率 比 
3 了 小。 从 而 了 解 了 圆周 率 比 3 为 大, 比 3 二 小。 将 其 
写成 不 等 式 , 则 为 

10 zal 

3 71 < ж < 3 7 
用 小 数 表示 为 

3. 140845---— r< 3. 142857 

以 后 ,许多 数学 家 就 是 用 这 种 方法 计算 圆周 率 的 。 

但 是 ,用 阿 基 米 德 的 这 种 计算 ,只 能 正确 地 计算 到 
小 数 点 后 第 2 位 ,因此 ,圆周 率 就 成 了 3.14, 

下 表 列 出 通过 计算 图 内 接 或 图 外 切 正 多 边 形 的 周 
长 来 计算 圆周 率 的 人 名 , 正 多 边 形 的 边 数 ,和 得 到 的 贺 
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周 率 的 正确 值 的 位 数 。 


由 正 多 边 形 得 到 的 的 近似 值 
i 算 人 多 边 形 的 边 数 正确 值 
阿 基 米 德 (BC.287 B. C.21D | — ax«z | 3.14 
皮 沙 诺 (1175 一 ?) 6х 24 3.141 
HEIR 540—1603) 6>< 218 小 数 点 后 10 位 
罗马 奴 斯 (1561 一 1615) 5х2%# 小 数 点 后 15 位 
P K (1540—1610) 262 小 数 点 后 35 位 


1.7 加 周 率 的 近似 值 六 3 是 谁 发 现 的 ? 


在 欧洲 ,最 有 名 的 国 周 率 的 近似 值 是 1 。 此 值 换 
算 成 小 数 则 为 3.1415929… ,而 圆周 率 的 近似 值 为 
3. 14159265358979--- ,因此 可 知 , 直 到 小 数 点 后 6 位 是 
正确 的 。 

发 现 此 值 的 人 是 A. Ж HE O527— 1607), 

但 是 在 中 国 , 比 这 时 1000 年 ,著名 的 数学 家 祖 冲 
之 (429 一 500) 就 已 经 发 现 了 ,此 人 也 是 有 名 的 历 学 家 ， 
在 462 年 (大 明 6 年) 他 制作 了 大 明 历 ,开始 采用 岁差 。 


1.8 德国 人 称 圆周 泰 为 户 多 夫 数 


通过 使 正 多 边 形 内 接 圆 或 外 切 圆 来 计算 圆周 率 的 
方法 ,计算 得 最 准确 的 人 是 荷兰 的 卢 多 夫 (Ludolf van 
Geulen,1540— 1610), 

卢 多 夫 姓 “Geulen”, 用 汉字 写成 “固有 灵 ?”。 

卢 多 夫 在 1596 年 计算 了 正 60x 29 35 E WJ К, 
将 x 的 近似 值 准确 地 计算 到 了 小 数 点 后 20 位 ,此 后 在 
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1610 年 他 临 死 之 前 ,又 计算 了 正 252383 W J) KC , УЕ 
地 算出 小 数 点 后 35 位 。 
他 将 此 事 引 以 为 自豪 , 留 下 遗言 ,在 蒜 顿 市 的 杨 
德 、 帕 秦 中 心 教堂 的 董 碑 上 刻 上 了 他 的 这 一 成 就 
在 德语 中 ,如 果 说 起 户 多 夫 数 , 即 表示 图 周 率 (x)。 
Ж T 1540 £ 1-H 28 日 , 死 于 1610 年 12 月 31 
日 (除夕 ), 他 是 将 一 生 贡 献 给 计算 圆周 率 近 似 值 这 一 
事业 的 人 。 


1.9 传 到 中 国 的 户 多 夫 数 


为 了 传教 访问 中 国 的 天 主教 徒 罗 雅 谷 ,在 制造 的 
测量 全 仪 中 ,图 周 率 的 近似 值 写 到 小 数 点 后 20 位 。 

由 测量 全 仪 得 到 的 贺 周 率 是 谁 计算 的 不 清楚 ,但 
在 此 后 100 年 出 版 的 “数理 精 覃 ”中 计算 到 圆 内 接 或 外 
切 的 正 60X28 边 形 。 每 边 的 长 度 写 到 30 位 ,由 此 可 
知 ,大 概 是 卢 多 夫 的 计算 很 快 就 传 到 中 国 了 ,尤其 是 贺 
周 率 的 20 位 ,可 能 是 从 1596 年 卢 多 夫 计 算 后 立刻 就 
传 到 了 中 国 。 


1.10 日 本 的 圆周 奉 计 算 


在 日 本 圆周 率 的 值 总 是 用 3.2, 但 渐渐 地 ,使 用 


5.16 WAS T. 1674 E EZREN T T LES 
等 。1683 年 奥 田 有 益 使 用 了 3. 14, 辐 年 磺 村 吉 德 使 用 
Y 3.1416, 1696 年 十 郡 解 使 用 了 3.14166136832， 
1699 年 三 宅 贤 隆 使 用 了 3. 1415928。 
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1772 年 日 本 数学 家 阅 孝 和 计算 的 图 周 率 的 值 比 
3. 14159265359 略 小 。 此 值 直到 小 数 点 后 10 位 是 正确 
的 (摘自 平山 详 著 的 《人 鱼 周 率 的 历史 )) 。 

日 本 人 如 何 表示 图 周 率 呢 ? 

在 汉字 地 区 的 中 国 和 日 本 ,没有 圆周 率 的 符号 ,而 
ARER” AR” “图 周 法 ”等 各 种 各 样 的 叫 法 。 

当时 日 本 没有 小 数 的 表示 方法 ,而 用 分 数 表示 图 
周 率 . 因 此 ,采用 像 “ 径 率 一 % 圆 周三 一 四 ”这 样 书写 方 
式 , 而 且 用 汉字 。 


图 1-10 阅 孝 和 (1642 一 1708) 


在 英语 中 ,没有 表示 圆周 率 的 词 ,用 希腊 文字 f 
表 , 读 作 “Pi”。 


1.11 Яа х 的 语源 


作为 图 周 率 的 符号 ,目前 全 世界 都 使 用 x。x 的 语 
源 是 希腊 语 xepepepeta( 周 围 之 意 ) 的 字 头 。 
最 早 将 x 作为 符号 使 用 的 人 是 W. 乔治 (1675 一 
1749), 这 时 用 x 是 周围 的 意思 。 
以 后 ,J. 伯 努 利 使 用 c,L-. 欧 拉 使 用 p(1734),e 
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(1736), 哥 德 巴 替 使 用 等 作为 圆周 率 的 符号 。 


图 1-11 J. 伯 努 利 (1667 一 1748) 


然而 , 欧 拉 在 他 有 名 的 解析 学 的 书 中 ,使 用 了 x dE 
为 圆周 率 的 符号 。 因 此 ,在 1748 年 以 后 ,一 般 都 使 用 
但 据说 , 比 乔治 还 早 , 奥 托 莱 多 (1575 一 1660) 于 
1647 年 ,就 使 用 x 作为 圆周 率 了 。 书 洛 也 开始 使 用 了 


T. 


究竟 是 谁 和 在 哪个 地 方 首先 使 用 x 的 ,还 不 清楚 。 
1.12 各 种 z 值 

如 前 所 述 ,公元 前 2000 年 时 ,在 巴比伦 使 用 的 是 

r= 3›л=3 言 : 在 埃及 使 用 的 是 x 一 x | £ 8) ; ЖЖ 

德 使 用 的 是 3 <ac L ;中 国 的 祖冲之 在 5,6 世纪 


时 使 用 的 是 x 一 了 13。 此 外 ,还 有 许多 不 同 的 x 的 近似 
t. 
不 想 轮流 着 说 ,而 按 自己 想到 的 ,将 的 近似 值 的 
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演变 做 一 介绍 。 

首先 ,对 于 林 德 纸 莎 草 纸 稍 说 几 句 。 

在 埃及 尼罗河 流 的 潮湿 地 带 生长 的 植物 中 ,有 一 
种 高 约 2 米 ,叫做 纸 莎 草 的 植物 ,将 这 种 植物 的 茎 切 成 
薄片 ,再 将 薄片 纵横 反复 压缩 ,就 制 成 了 像 现 代 的 纸 那 
样 的 东西 。 这 就 是 纸 莎 草 纸 。 

在 这 种 东西 上 写成 的 书籍 中 ,有 关于 数学 方面 的 
有 名 的 论述 , 苏 是 在 特 贝 的 废 太 上 发 现 的 林 德 纸 莎 草 
纸 。 

在 1877 年 一 位 名 叫 艾 森 罗 尔 (Eisenlohr) 的 人 解 
读 的 林 德 纸 莎 草 纸 中 ,有 图 的 面积 问题 。 据 此 推测 ， 


E ac 16] 53.160497, 当时 的 圆周 率 使 用 
3.16, 


EARME Ж ЖОЙ A +ë RB G8 ACIE 32 #& EP , A PR HQ 
表面 积 的 计算 。 由 此 判断 ， 


16., 8 256 
х= X 9 x2— 81 一 3. 16049 


圆周 率 也 为 3.16, 

希 伯 莱 人 的 图 周 率 因 为 是 写 在 求 图 面积 方法 的 文 
章 中 的 ,由 此 计算 贺 周 率 的 值 为 字 。 

在 十 希腊 虽 有 不 少 著 名 的 数学 家 ,但 对 圆周 率 设 
有 表示 太 大 的 关心 。 

ROCHE RHH E (87—165) 25 Е НИЖНИЕ 


211872 195882 
67441 62351 


= 3.1415904--, m Ж Ж = 3. 1416015 


从 阿 基 米 德 以 后 的 зоо SE. [EL ДД 3. 14. 到 
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3.141, RRT 14, 
印度 的 数学 史家 达 塔 在 1929 年 指出 ,古代 印度 
(B. C. 500—В. C. 300) Е Ж 5 х=-/10=3. 16227 


另外 ,有 名 的 印度 数学 家 阿里 阿 巴 特 (476 一 -550) 


将 圆周 率 定 为 p OSSA. 8 1416, 一 直 保留 到 今天 。 
目前 在 日 本 的 中 学 和 高 校 中 使 用 的 x gd x 
全 相同 。 


比 阿 里 阿 巴 特 更 进一步 , 巴 斯 卡拉 (1114 一 1185) 


EM e 227 — 3.1416 和 226 一 3.141666… 两 种 国 周 


率 。 
另外 ,阿拉 伯 的 数学 家 上 户 克 瓦 利兹 (780 一 850) 使 
22 
用 m=. 


阿拉 伯 计 算 图 周 率 的 人 是 阿 鲁 。 比 路 恩 (937 一 
1038) 。 他 使 用 图 周 率 为 + 二 3.141745…, 但 只 用 到 小 
数 点 后 3 位 。 

另外 ,罗马 的 比特 尔 - 比 乌 斯 使 用 圆周 率 为 x 二 


[9v] 
оо | 
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2.1 延长 r 的 位 数 的 竞争 结束 了 


在 此 之 前 平山 博士 的 书 中 已 经 介绍 过 ,从 阿 基 米 
德 到 声 多 夫 , 也 就 是 从 公元 前 3 世纪 到 17 世纪 约 20 
个 世纪 ,2000 年 的 岁月 流逝 了 ,r 的 近似 值 从 小 数 点 后 
第 2 位 发 展 到 第 35 位 。 

反 过 来 说 ,2000 年 间 只 不 过 延长 了 33 位 。 

而 其 他 的 数学 家 至 死 都 在 为 延长 x 的 位 数 进行 着 
竞争 , 例如 ,荷兰 数学 家 A. Ж Ш (1527—1607) 4 
现 了 ] 澡 这 一 值 ,可 以 准确 地 计算 到 小 数 点 后 6 位 8 
一 位 荷兰 数学 家 A. ЖӘЕ 1593 年 准确 地 计算 到 
小 数 点 后 9 位 。 他 与 阿 基 米 德 一 样 也 是 使 用 具有 27 yr 
的 正 多 这 形 计算 的 。 

在 3 年 后 的 1596 年 ,前 面 提 到 过 的 卢 多 夫 将 7 Ж 
确 地 计算 到 小 数 点 后 20 位 。 他 是 羔 顿 大 学 的 数学 教 
授 , 同 时 也 是 军事 科学 方面 的 教授 。 他 也 是 荷兰 人 。 他 
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死 后 ,在 1615 年 由 其 妻子 出 版 的 书 中 ,x 的 近似 值 延 
长 到 小 数 点 后 35 位 。 

然而 ,进入 17 世纪 时 ,关于 x 的 值 ,发 现 了 许多 无 
穷 级 数 和 和 和 连 分 数 ,从 而 ,x 的 近似 信和 的 小 数 点 后 的 位 数 
迅速 增加 ,通过 正 n 边 形 的 边 长 计算 信和 的 竞争 结束 
T. 


2-1 x 的 计算 的 进展 


2.2 лп 不 是 循环 小 数 


对 于 这 个 问题 ,回答 “不 ” 尚 为 时 过 旱 。 因 为 x 是 小 
数位 数 很 多 的 一 个 数 ,所 以 也 有 数学 家 认为 可 能 是 
循环 小 数 。 

假如 z 是 循环 小 数 , 则 可 用 两 个 整数 (不 管 它们 的 
位 数 如 何 大 ) 之 比 , 即 肯 定 可 用 分 数 表 示 。 

反之 ,r 不 是 循环 小 数 , 那 就 显然 不 是 个 有 理 数 ， 
M| z 肯定 是 无 理 数 。 此 证 明 留 给 专家 。 

然而 ,最 近 也 有 人 认为 “x 是 超越 数 "。 关 于 “超越 
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数 ” 在 后 面 会 稍 加 说 明 , 其 理论 请 看 专业 书籍 。 
2.3 如 何 计算 微分 ? 


想必 大 家 都 知道 微 积分 学 ,为 了 说 明 此 概念 ,我 们 
进行 简单 的 说 明 。 


图 2-2 莱 布 尼 兹 (1646 一 1716) 


英国 的 牛顿 和 德国 的 莱 布 尼 兹 在 同一 时 期 分 别 考 
虑 了 微 积 分 。 据 说 在 日 本 江 户 时 代 有 代表 性 的 数学 家 
阅 孝 和 也 考虑 了 同样 的 问题 。 

微分 和 积分 是 求 由 曲线 围绕 的 那 部 分 的 面积 和 由 
曲面 围绕 的 立体 的 体积 的 非常 简单 方便 的 方法 。 

在 函数 FGz) 中 , 当 工 趋 近 某 个 常数 o BF, С) 
近 常 数 B, 用 极限 符号 lim, 9] 5 № lim G2 = 8. 

也 可 写成 <x>a 时 ,f(x)->B”。 

Я А lim Gr) = В 成 立 的 话 , 可 以 说 “了 f(x) 收敛 于 
В”. 

然而 ,8 是 有 限 确 定 的 值 。 

另外 ,函数 的 极限 具有 下 述 性 质 ， 

Хіт) =, таб) = 
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D lim&f (x) ==Ё limf (x) А8 为 常数 ) 
iDlim[ f (z) xg (а) ]=lim f Gr) x: limg Са) — 8:57 
iiDlimLf Go) . в] = іта) . limg x) 
Es 

iili e иа 
ze g (z) limg(z) 

在 z=a 时 定义 函数 f(x), 而 且 , 当 limf (x) = 
f (和) 时 ,就 说 “f(z) 在 a 处 是 连续 的 ”。 

另外 ,在 函数 FCz) 中 , 当 工 的 值 从 a 变化 到 时， 
将 xz 的 变化 量 5 一 a 与 y 的 变化 量 f(5) 一 f(a) 之 比 
fO Og же 从 a 变 到 5 时 的 函数 y 一 f(z) 的 
平均 变化 率 ”。 

从 函数 уан ХЕТ а, АТД а 
为 基准 的 二 的 增 量 Az=z—a,y 的 增 量 为 Ay= f (z) 
一 Fa) 一 Fa 十 4z) 一 Ca) 。 当 limAy 一 0 BL. у= 


РСЖ са REREN, ЯЖУЖ ИЙ 人 存在 
时 ,函数 y GE z=a 处 是 可 微 的 。 


y 00790) 


EN 
Vat Ax) Ха) 
p: a 

ud 


a+ dx x 
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将 极限 值 lim 2 Rota 时 f(x) 的 微分 系 
数 ", 用 广 (o) 玫 示 。 可 写成 下 式 
f Са = lim | AD — lim татар — (a) 


AxcO 


BÉ SODE га 可 以 微 的 话 , 则 函数 FCz) 在 > 
=а 是 连续 的 。 

但 是 ,反之 则 不 一 定 成 立 。 因 为 即使 是 连续 的 也 有 
不 可 微 的 时 候 。 这 是 因为 有 时 曲线 突然 弯 折 的 缘故 。 

对 应 于 x 的 和 名 个 a 值 ,将 所 对 应 的 (a) 的 函数 
ДРО), РС) Р”. 

求 函 数 的 导数 称 为 “对 函数 f(r) 微 商 ”。 

而 在 导数 的 计算 公式 中 ,有 下 列 情况 : 

ЛС) = lim Z = lim EHD AOD ( 定 
X) 

п) у=» y == Сд") =лд" 

НОС 为 常数 时 ,y 一 C=>y = (С) == 0 

VIF (ж) g(z)] =f (z) + g' (л) 

VVS) e ga =f z) * gÇz)+ g! (т) * fa 

[ZZY f G) ° g(z)—z' (z) - fx) 

g (m=) [gGo fr 

(但 g(xz) 关 0) 

函数 /Cx) 的 导数 用 了 (zx) 表示 ,在 此 ,将 P Ce) 38 
成 是 一 个 函数 , 则 P (oU КОВА. WERA P" GO 
表示 , 称 为 “f(x) 的 二 阶 导数 ”。 

进而 考虑 "(zx) 的 导数 ,表示 为 P" GO RA 
“了 (x) 的 三 阶 导 数 ”。 

这 样 ,依次 考虑 到 nn 阶 导 数 。 在 此 ,将 2 И.З И 
eun 阶 导 数 称 为 “高 阶 导数 ”。 


—i 
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2.4 什么 是 积分 法 


工 的 函数 (x) 的 导数 是 f(x) 时 ,也 就 是 说 F(z) 
二 f(z) 时 , 称 下 (z) 为 f(x) 的 “不 定 积分 ”。 田 外 ,也 可 
Ж FGOSTES" Ж”. 

F(x) 是 了 f(z) 的 一 个 不 定 积分 ( 原 函 数 ), 用 F(x) 


= [Fda Em. 


将 | 称 为 “积分 符号 ”。 它 是 英语 Sum RO BUE Ж 
S 上 下 拉 长 的 形式 。 据 说 这 是 法 国 的 莱 布 尼 兹 考虑 的 
符号 ,但 真实 的 情况 不 清楚 。 或 许 这 是 欧 拉 的 功劳 。 

积分 的 定义 用 公式 表示 , 则 有 以 下 形式 : 

D FG2— | farr" (к) = / (=) 


ii) < | J GG)dzrz= f G) 

然而 ,由 于 Cr) 的 导数 只 是 f(z), 常数 C 的 导数 
是 0, 所 以 ,jz) 的 不 定 积 分 ( 原 函 数 ) 有 无 数 个 。 

因此 ,加 上 积分 常数 C, 表 示 不 定 积分 。 

在 某 区 间 考 虑 函数 时 ,如 果 正 (z) 是 f(x) 的 一 个 
不 定 积分 , 则 f(z) 的 不 定 积 分 如 下 所 示 ，。 


| \юак=Е‹х)+С (C 为 积分 常数 ) 


在 此 ,将 求 f(z) 的 不 定 积 分 称 为 “对 函数 fO) 8 
在 积分 法 中 有 以 下 的 性 质 ， 


1) [aa 


+C (Ë x= —1) 
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1) | xr dx = | dx 


x 


—n|r|-cC dnlz|=log.|z|) 
ii) f kf Ga dx—k | feda (是 常数 ) 


iv) | еа) gG]dz— | Fdz [ adr 
此 外 还 有 许多 性 质 , 但 因 与 x 无关 ,故此 省 略 。 


25 定 积分 及 其 应 用 


根据 不 定 积分 ,F' GO = fF Gn W , WJ 
[лсдаз=Ес)+С (C 为 积分 常数 ) 


然而 , 附 上 积分 常数 a,5, 写 成 的 [сае 的 形式 
称 为 “ 定 积分 ”。 把 a 称 为 下 限 ,6 PESE 


那么 ， [f(adr 一 F(5) 一 F(a) 的 关系 相信 大 家 者 
知道 。 

本 来 是 为 了 求 曲线 围 成 的 面积 和 曲面 转 成 的 体积 
而 发 现 了 微分 ,进而 又 发 现 了 定 积分 , 故 计算 面积 和 体 
积 是 其 根本 的 任务 。 

那么 ,用 定 积分 来 求 面积 和 体积 。 

在 此 只 处 理 与 x 有 关系 的 问题 。 

现在 按 顺 序 进 行 说 明 , 这 样 容易 清楚 。 

首先 求 曲 线 у= rz) 围 绕 过 轴 族 转 时 形成 的 旋转 
体 的 体积 。 

如 图 2-4 PUR XE == z, 处 旋转 体 的 切口 是 圆 ,使 
用 切口 半径 yi f (ху), ЖЯ 29 

S = nyi = z[ /(х,)]°„ 
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图 2-4 
从 而 ,体积 可 通过 对 S 从 a 到 5 定 积 分 来 求 ,体积 
VÄ | 
ү = r |a= = [fC az 
式 中 使 用 了 z. 


图 2-5 
下 面 使 用 定 阁 分 验证 一 下 过 去 遇 到 的 求 各 种 各 样 
体积 的 公式 是 否 正确 。 
" EAR EAEgXGr-—308X0.8 5-6 
Og Xo W B] EV, 
ЕРЕШЕ ЖЖ ШЖ, 1 2-6 IFE D 
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Жи, 可 以 如 下 计算 。 


st 1 LL. 
#= Д\х)=-ух y=r=3 


图 2-6 
2 3716 
= 27, — = —- р, 一 到 | 三 | 
V z [y dz JEJE q [raa 4131, 
3 
=т|®—0) = 7-хвхвхл—1вл(Ш ж) 


这 个 答案 与 中 小 学 生 熟 识 的 公式 
= хаях 3 x 6— 18x (JB Ж?) 
相同 。 
此 处 也 使 用 了 和 ， 
其 次 ,计算 图 2-7 中 水 桶 的 体积 
Ж 2-7 ж El 35 FE е ЖЕЛШ 的 话 , 则 


_ 15 — 10 _ 5 _ 
y = 25 * +10 = gcr-E10— + + 10 


因此 ,体积 了 为 
y = INE: 十 10) de = ARE + 50)?dx 


25 
= Al (2° + 100z + 2500)dz 
0 
л EM 2 T 
= Z| = 00 
[= + 50x? 十 25004 . 


8 
= dS ig + 50 X 25° + 2500 x 25] 
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У к= /\х)= £10 


25° | 
= «25 + 50 X 25 + 2500) 


= z| S25 + 1250 + 2500 


= z(208 + i 十 3750) — 3958 +E Ж?) 
这 样 计 算是 正确 的 ,而 用 其 它 的 计算 方法 就 稍微 
мяжу. 
ЖЕКА 1] Ж#ДК ЖЕ & 4 2) 0 * sP 98 
去 小 圆锥 的 体积 , 则 可 计算 出 水 桶 的 体积 。 
其 中 ,有 必要 计算 比例 ,但 不 是 很 困难 , 试 计算 一 
下 。 总 之 ,在 此 也 使 用 了 7. 
下 面 , 计 算 半 径 为 3 厘米 的 球 的 体积 。 
如 图 2-8 那样 设 定 坐标 轴 , 则 体积 V 为 
V 一 2x| yaz 一 2л (3° — adr 
— К — rdx = 2л] 94 一 3i 
== 2x| 9 x 5-5) — 2007—90 
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yy= ,=3 


fy= /(x)= а? 
=V3 д? 
x= r=3 
x 
图 2-8 


= 2x X 18 = 36z (E Ж?) 


使 用 小 学 生计 算 球 体积 的 公式 v=% 7° 也 能 得 
到 这 个 答案 。 
一 FL X 3? = 4 X 9r = 36r CE?) 


下 面 的 计算 也 许 稍 困难 一 点 , 试 计算 椭圆 绕 其 轴 
DE qp qp i2 SR AK CE, PE Ee "PE 
体积 。 


W M; s as 的 坐标 轴 如 图 2-9 所 示 。 将 方程 
变形 为 3! — 2 (a — 2t) , 则 体积 VV 为 
ү = s 
= 2л X AN — zo)dz 


2л? [4 =] 2z | as а 
= 421827 31, 3 


а? 


— 2 2a 4 2 
= 2zb° x 3 = лаб 
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图 2-9 
用 中 学 生 水 平 的 公式 无 法 研究 椭圆 体 的 体积 。 此 
处 又 出 现 了 x, 
进而 ,计算 另 一 些 旋 转 体 的 体积 。 请 看 图 2-10。 


图 2-10 


抛物 线 y^ = 4рх 绕 工 轴 旋 转 时 形成 的 抛物 面 的 
体积 VV 为 
V = [уйл = 4pr "тах = aer | 
= 2pr[ r J 
= 2pz(b — а?) (p,a,b HERO 
例 求 史 一 4z2[0,4] 绕 工 轴 旋转 时 形成 的 旋转 
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体 的 体积 (图 2-11)。 


Yy 


图 2-11 


Ж 体积 VV 为 
уэ el 
= 2л[ z: 16 2x(Q— 0°) 
= 2 X 16хт = 32x 
BERERE- D= z ЖИЛ АНЕ КЖ 
AGB" CIE 2-11). 它 的 体积 如 下 求解 。 首先 ， 
将 所 给 汉 册 级 的 方程 关于 у 变形 ,由 其 一 互 一 1, 得 


22 ГА 
>= £1 yt Grat) d 


| 


b? 3 
= [5 а?В 3 а?а 
и ар о) | 
Е К ш + af 十 Bg — За?)л 
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aba, B 为 常数 ,和 且 a < a B. 
f) RAH д? — у?=1[1,3]8 zx 轴 旋 转 形 成 
的 旋转 体 的 体积 (如 图 2-12) 


图 2-12 
解 ” 设 体积 为 V 时 ， 


V =m | (а? Dar= a| = Hi 


8] 


=r (9—3 +1) 


=x (7 )=6 


Bde AT, o3 oi 绕 y 轴 旋转 形成 的 放 
转 体 称 为 单 叶 双 曲 面 (图 2-13)。 
它 的 体积 求解 如 下 。 


将 所 给 方程 式 变形 ,由 瑟 一 污 十 1 得 


2 2 
x =at Z] = 24-0) 
а 2; а 
у=х [^ =a =%£ | 0H dy 


图 2-13 


—®ел[' G^ dbdy— 2a? pe 


2a?m| а 2 
m ЕЕ | 
A RIER x! — y,—1.—2« у<2 绕 y Sh dS 
形成 的 旋转 体 的 体积 。 


Ж 体积 V 为 
V == | o^ Ddy 


=2x | Gy? + рау], 


= 2л 2 2) 


8 16 28 1 
—2=| $2] ==| 3 +4) =з «| =9 $a) 
进而 ,用 积分 求 圆 面积 ,并 考查 半径 为 > 的 圆 面积 
S 是 否 等 于 xz。 这 也 许 稍 微 困 难 一 些 。 
如 图 2-15 那样 取 坐 标 轴 时 ,用 定 积分 求 面 积 $， 
则 
S = a| VP da 
Ж, r=rsinl ,йх==тсозб4б„ № х= 0 
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к= fr 


图 2-15 


时 ,bg 一 03z 一 > 02. 
mH, HF rr =r rhsin'ó n (sint) = 
rcos!8 , W A r3 22 =. /ricosi09=rcos0, Bl, 


E 


Š = a Ar! — rdr = di гсов@ • rcos0d0 
6 


2 
9 


71 十 cos28 


| 2 dû 


= [сова ES af 
0 
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sin20 T? 


0 


= = zf? (1 + cos20)d0 = 2r? le 十 
+T) = 2r (E +0) = mp! 


КЕЕ 
2 
其 实 , 连 小 学 生 和 中 学 生 也 知道 求 圆 面积 的 公式 。 
аж) = WAR) х (半径 )? 


此 处 也 用 了 zx。 
接 下 去 试 求 椭 圆 的 面积 。 由 椭圆 方程 式 蕊 十 各 一 


1( 图 2-16), 得 到 y=f(z)=+t I, 所 以 ,面积 


图 2-16 
与 图 面积 相同 , 设 x==a 8, д5 = асоѕӣ40; х = 0 


时 ,2 一 0jz 一 a 时 ,0 二 了。 
而 且 ,a? 一 xXx? 二 a? 一 a’sin’0 = а? (1 — sin?) = 


a!cos'0, BE] Wv a? — x! — A a?cos!0 — acosÓ , | [E] W # 5 
为 


S = | Mat апаз = P [acost + acosgdg 
0 ° 
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== да&| ?соз°ёдөӨ = 44| 1-+ соз 


= |? (1 十 соѕ20)40 = 22H] 0 + sin2 J? 
c 


sinz) 


= зар Ž + 2 =2ab( Z + 0] = rab 

长 轴 为 a, 38 5 b 的 椭圆 面积 可 以 简单 地 求 出 是 
rabe WR PEHR T r. 

在 此 试 求 与 上 述 曲线 稍 有 变化 的 曲线 围 成 的 面 
积 。 诸 位 知道 称 为 摆 线 (cycloid) 的 曲线 吗 ? 

大 家 是 否 考虑 过 车 轮 上 的 一 点 已 随 着 车 轮转 动 
作 付 么 样 的 运动 ?夜间 ,在 自行 车 的 车 轮 上 安装 一 个 小 
灯泡 ,让 自行 车 行走 的 话 , 可 形成 光 的 轨迹 。 将 表示 车 
轮 上 这 一 点 的 曲线 称 为 “ 摆 线 ”。 

如 图 2-17, 该 曲线 与 类 圆 形 很 相似 ,但 与 梢 圆 又 
不 相同 ,故此 请 注意 。 


y x—rí(8-—sin 6), y—r(1—cos 0) 


图 2-17 


在 此 试 计算 0—2zr HERA r 轴 间 的 面积 。 
该 曲线 可 用 旋转 角 0 表示 车 轮 上 某 点 Р(х,у) 
运动 , 取 车 轮 的 半径 为 > 时 , 则 
ж=тк(@—вш@),у=ткС(1—сов@) (0) 
那么 ,dr 二 +r (1 一 cos0) ,在 0 委 z 委 2xr 之 间 y250, 
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摆 线 与 x 轴 间 的 面积 S 为 


anr 2r 
5 = | ydx = f (1 — cos0) * r(1 — cos0)d9 
6 0 
2х 


(1 — cosO)2dO 


o 


2x 
一 "| (1 — 2cos8 十 соѕ20)40 
0 


2х 
== "| (1 一 2cos0 十 P 
о 
[3 | cos20 
-"[13 2cos + 5 |а0 
|3 . sin20 |* 
= |o 2sin0 + 4 | 
=y’ i x 2z — 2sin2z + ud 
= r’ (3x — 0 + 0) 
= Злу? 
此 值 中 也 存在 m. 


如 以 上 所 述 , 曲线 围绕 的 面积 和 曲面 围绕 的 体积 
中 是 经 常 出 现 的 。 


2.6 泰勒 展开 式 


在 进入 zx 的 展开 式 之 前 ,首先 简单 说 明 一 下 著名 
的 泰勒 展开 式 。 

读者 也 许 感到 稍微 难 一 些 , 这 里 有 3 个 定理 。 

“如 果 f P (z), f"Go ro GO de B É TR] 
[a,b ]#&% , 3E JF IX [В] Ca 00 7 Ca), 0] 


I __ 2 
f) = f(a) + Ьа) (а) + 0 а ра) + 
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b — n—1 
Pa pov (a) + R, 


式 中 R = =" pea) (0<0<1, 

这 就 是 泰勒 定理 (1 )。 

此 处 的 符号 [a,5] 表 示 arb, (а,5) ЖЖ arm 
<, 

另外 , (а) ЖЖ f (z) #4 п 次 求 导 并 代入 
一 Qs 

符号 n1 表示 nn! 二 nx 一 1)-……3，2。1, 称 为 “x 
的 阶乘 ?或 “aa 阶乘 ”。 

泰勒 定理 (I) 也 可 写成 如 下 形式 ， 


十 


у ” 
FG) = а) E ay АФ o aye 
(r=) 
D (z—a + R, 


其 中 ,无 论 z 和 和 a 的 大 小 如 何 , 且 
R, = Eator а)) (0<@<1) 
这 就 是 泰勒 定理 (CI )。 


2.7 PPRA ”马克 劳 林 级 数 


在 前 面 所 说 的 泰勒 展开 式 中 , 当 满足 limR, 一 0 的 
条 件 时 ,函数 f(x) 可 展开 成 为 下 面 那样 的 级 数 。 


— fe 
f) = > f (x a?" 


3k Ж.Ж Hl Gc a0 V Ж © Ж ЖКТЕ. 0 
“泰勒 级 数 ”。 写 得 更 清楚 一 些 , 成 为 如 下 所 示 的 级 数 。 
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Ра) FI au cay EG 


f" La) 


‚ f" Ca) 
Cr a)!4 21 


(xr 


a) + 
0 0! =1,(r— oi, m 


(r—a)-4-- 


Fe) 一 Fe 十 (a) Сеа) - 1 fla) (са)? 


+7" а) * (z~a) te 

下 面 ,简单 叙述 一 下 有 关 马 克 劳 林 级 数 。 

在 此 省 略 马克 劳 林 定理 ,因为 此 定理 要 兰 断 是 否 
limR,—0, 一 般 比 较 困 难 。 若 对 于 n KARESO Cx) 
有 界 , 换 言 之 , |/ GO | 不 超过 茶 一 定 值 时 , 因 limR, 
二 0 成立 ,f(x) 可 以 展开 成 马克 劳 林 级 数 。 这 时 ,该 级 
数 可 以 写成 下 面 那样 。 

гад fo £19, +2002, 2 4 "сә pe 


这 就 是 有 名 的 马克 劳 林 级 数 。 "P 
级 数 的 过 程 称 为 “马克 劳 林 展开 ”。 


2.8 使 用 无 穷 级 数 求 x 


通过 计算 圆 内 接 和 外 切 正 多 这 形 的 周 长 ,r 的 近 
似 值 可 求 到 小 数 点 后 35 位 。 这 花费 了 很 长 的 时 间 ,而 
由 于 无 穷 级 数 的 发 现 ,使 得 在 短 时 间 里 的 近似 值 的 
位 数 迅 速 增加 。 

FAFE T л 的 近似 值 的 位 数 的 进展 情况 
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使 用 无 穷 级 数 计 算 的 r 的 近似 值 


计 算 人 发 表 年 代 位 数 
A. 牛顿 (1642 一 1727? 1665 16 
A. 夏普 (1651- 一 1742) 1706 72 
J- 马 庭 (1680 一 1752) 1706 100 
D. 拉克 尼 (1660 一 1734) 1719 127 
维 加 (1754 一 1802) 1794 140 
W. РУ 8С1798— 1871) 1824 152 
J. ЈАРЕ (1824—1861) 1844 205 
Т. 克拉 和 森 (1801 一 1855) 1847 248 
W. P35518(1798—1871) 1853 440 
利 希 特 尔 „1855 500 
W. 山 克 斯 (1812 一 1882) 1874 527 
福 克 森 1946 620 
福 克 森 1947 A) 710 

福 克 森 (使 用 计算 机 》 194769 Я) 


该 表 是 参考 了 许多 书写 出 来 的 。 在 1706 一 1947 年 
的 240 年 左右 ,x 近似 值 的 位 数 从 72 位 增加 到 808 
位 ,增长 迅速 。 

山 克 斯 所 计算 的 707 位 是 用 台式 计算 机 计算 的 ， 
528 位 以 后 不 正确 ,是 由 弗 尔 德 林 发 表 的 。 

另外 ,在 概率 论 方面 非常 有 名 的 О. ARTA, 
LENA 吉 果 中 7 非常 少见 ,他 说 “出 现 这 种 情况 的 概 


AL ,也 就 是 说 算 错 的 可 能 性 很 大 ”。 


这 也 可 以 说 是 山 克 斯 进行 计算 失误 的 一 个 证 据 
m 


2.9 z 的 计算 中 使 用 的 展开 式 
前 面 讲 述 了 函数 /Cz) 的 展开 式 ， 若 考虑 应 用 的 


话 , 首 先 应 该 是 非常 简单 的 三 角 函 数 , 下 面 把 它 表 示 出 
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sinz = 2,(—1» GE (\х|<со) 
=c E FC DEC DEG 
CD! eee 

2 паа fm E pu. 

cosr -Xk 1» = (|< оо) 


a? 22 х 
= ( D’ + D! z CD qu 


С 
21 ET TR 
下 面 是 自然 对 数 的 底 e 的 展开 式 。 


1,1,1,1 
eit atat unt 


许多 数学 家 发 现 了 各 种 各 样 的 x 的 展开 式 。 自 然 ， 
z 的 近似 值 的 位 数 稍 增 加 一 点 就 费 尽 了 不 少 心血 。 
在 此 介绍 一 些 他 们 的 展开 式 。 
J. 达 泽 在 1844 年 20 岁 的 时 候 ,使 用 了 下 面 的 公 
式 ,将 x 的 值 计算 到 小 数 点 后 205 位 。 


« cos== 1 


= =arctan LL arctan i -Farctan l 
4 2 | 5 8 


这 里 ,arctan l5 tang— 7f E. 


下 面 的 公式 是 格 利 高 利于 1671 年 , 莱 布 尼 兹 于 
1673 FAI Ж 9184, 
41 


mz 1,1 1,1 1 
4 1 st 7to Tt 


该 公式 收 敏 慢 , 计 算 不 方便 ,此 后 当 一 发 现 收 敏 快 的 公 
式 , 就 用 那些 方法 了 。 
欧 拉 在 1737 4E FUR CHE хап 11, R ЖЖ 
高 利 的 展开 式 将 右 这 展开 为 
т_1_1[1\%, 1{1\*_1/1\' 
4 2 0) к\т) (т +" 
1 4/1 1[1\*_1[1\' 
Ug s| 03) = ie 
此 式 是 著名 的 欧 近 级 数 。 


X4 tan 1— 0.5 tan i-i 相间 ,也 可 以 写成 


x 
arctanl 一 一 。 


4 
TG S AX dd 9 7371823 AR”, HAE 
者 因 著 有 数 表 和 数学 辞典 而 非常 有 名 。 


T d. ES 
1 一 3arctan 4 十 afctan 99 


下 面 的 公式 是 根据 欧 拉 公式 考虑 的 , 称 为 “ 马 庭 
《1680 一 1752) 公 式 ”。 


8300) 9427—0047) 
Izis- x zs] л deri 9 +) 
此 公式 是 在 1706 年 发 现 的 。 
在 x 的 计算 中 ,这 个 公式 利用 的 最 多 ,在 用 计算 机 
将 zt 的 近似 值 计算 到 2035 位 时 也 用 了 这 个 公式 。 
山 克 斯 在 1873 年 使 用 马 庭 公式 将 x 信 计 算 到 


707 位 ,但 与 计算 机 计算 的 结果 相 比 较 时 ,到 527 位 为 
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止 是 正确 的 ,以 后 的 结果 有 误差 。 
除 此 之 外 还 有 各 式 各 样 的 公式 ,但 这 些 公式 大 概 
都 比 不 过 计算 机 上 使 用 的 马 庭 公 式 。 


2.10 ДЕ Жтт 


以 度 作 为 测量 角 的 单位 , 称 为 “度数 法 ”。1 周 的 角 
度 有 360°,1°Җ 60',1' 有 60", 这 样 的 测量 方法 不 用 说 
大 家 都 是 知道 的 。 

在 此 ,360° 称 为 “<360 RE",60' 称 为 “60 分 ”,60”" 称 为 
“60 秒 ”。 与 时 间 相 同 是 60 进位 法 。 

除了 这 种 度数 法 外 ,还 有 称 为 “ 红 度 法 ”的 测量 角 
度 的 方法 。 

在 图 2-18 中 , 圆 O 的 半径 为 ~, 取 洛 着 圆周 的 AB 
(Ж ABO 的 长 度 为 > 时 ,将 这 时 的 中 心 角 АОВ 
(ZAOB) X 1 #2 Grad). 

B 


` 


图 2-18 
将 这 样 测量 角度 大 小 的 方法 称 为 “弧度 法 ”。 在 读 
或 写 时 ,弧度 一 般 不 带 单位 ,因此 ,有 “一 AOB 一 1”。 
dX A —Tisxmg3 TAE. 
因为 中 心 角 的 大 小 与 纯 的 长 度 成 正比 ,所 以 ， 
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@: 360° —r:2zr—1:2z 
2zr 是 半径 为 r 的 圆 的 周 长 。 
解 比 例 式 中 的 Ө. 


0=360° -2r =180°+ х=189 


x= 


由 g= l lrad==z57°17'44. 8"。 然 而 一 般 不 大 


使 用 这 个 值 。 与 其 相 比 ,1 SUE Gad = 18 180 = 
rrad 可 能 更 重要 。 
因为 180 度 是 x( 绝 度 ), 所 以 可 以 说 “180" 是 z”, 
“90° 是 也 ”，“45" 是 了 ”进而 也 可 以 说 “360r 是 2r”, 
在 计算 贺 周 率 的 近似 值 中 ,“ 弧 度 法 ”是 重点 采用 
的 方法 ,与 息息相关 。 


2.11 ZARA SAEIA 
由 于 用 弧度 法 表示 角 的 大 小 ,所 以 将 用 的 较 多 的 


弧度 法 的 角 的 三 角 函 数 ( 有 时 也 称 为 三 角 比 ) 示 于 下 
ж. 
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ЖЖ т 的 公式 中 有 arctan a 这 种 形式 , 它 表示 使 
tanf—a 成 立时 的 0. 

在 公式 左近 的 革除 表示 45" 外 ,也 可 以 考虑 为 “x 
Bk DA 47 03-40", 

另外 ,tan 45?—tan 2=1, 除 tan iri 以 外 , 正 
切 (tangent) 等 于 1 的 角 还 有 许多 , 取 其 中 一 个 作为 代 
RRRA EE”. 

这 样 , 取 arctan 1 一 也 (一 45"), 仅 仅 规定 于 这 一 个 
t. 

在 计算 二 的 近似 值 的 展开 式 中 常 使 用 和 工 , 这 大 概 


是 因为 tan i-i Т, EH H F arctan 1=7 Ж 
故 。 
想必 人 们 很 旱 就 开始 使 用 张 度 . 反 三 角 函 数 arc- 


sinzyarccoszyarctanz Ж, 
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第 三 章 
Әче mz) 


3.1 半径 r 的 圆周 (长 )2xr 


半径 为 > 的 圆周 的 长 度 是 2rr, 当 半径 王 1 时 ,图 
周 的 长 度 为 2r。 
直径 等 于 1( 半 径 为 0.5) 的 圆周 长 度 就 是 x。 


图 3-1 
圆周 率 = 本 是 圆周 长 度 与 直径 的 比 , 因 此 ,圆周 长 
是 2rr。 
下 面 ,应 用 这 个 比例 , 试 着 将 其 用 于 与 贺 有 关 的 计 
算 。 
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3.2 侍 径 / 中心 角 0 的 弧 长 


中 心 角 的 大 小 与 弛 ( 圆 周 的 一 一 部 分 ) 的 长 度 成 正 
№. B. 下 面 的 比例 式 成 立 : 


0: 360—AB : 2л 
用 此 式 解 AB 时 ,有 


АВ=0х л: 


№ 0 一 120* 时 ， АВ= 2np x 129 оле d 3: B №, 


360 
ABA K Ж X UR 61, 


图 3-2 


假如 x 二 3( 厘 米 ), 圆周 长 度 220 2: 3 Xo — 6x 
(厘米 ),AB 弧 的 长 度 则 Яй АВ=- Xx 2z X 3 я 
(厘米 )。 

对 用 弧度 法 求 圆周 长 度 和 弧 的 长 度 了 解 之 后 ,就 
会 体验 到 强度 法 的 难得 可 贵 之 处 。 这 以 后 还 要 加 以 说 
UH, 

规定 在 比例 式 中 省 略 180* 等 中 的 符号 "( 度 ) 。 
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3.3 圆 的 面积 


半径 为 > 的 圆 的 面积 ,可 以 用 mx? 来 求 。 

因此 , 当 半 径 确定 时 , 求 圆 面积 就 变 得 简单 了 。 

由 此 式 可 以 看 出 , 圆 的 面积 与 半径 的 平方 成 正比 。 
此 时 的 比例 系数 为 x。 


图 3-3 

圆周 率 r 是 圆周 的 长 度 与 直径 的 比 , 也 是 圆 的 面 
积 和 半径 平方 的 比 。 

圆 的 面积 为 S ,半径 为 > 时 , 圆 的 面积 可 用 S=xr? 
过 去 求 圆 面积 的 方法 ,在 欧洲 和 日 本 的 江 户 时 代 ， 
其 想法 都 是 相同 的 ,都 是 计算 许多 细 长 三 角形 的 面积 
之 和 。 

图 3-4 是 将 圆 分 为 12 等 分 ,大 致 接近 于 平行 四 边 
形 的 面积 。 

将 这 种 分 割 逐 渐 增 加 到 24,48，…… 等 时 ,图 的 面 
积 即 成 为 近似 等 腰 三 角形 的 细 长 针 状 的 三 角形 面积 的 
总 和 。 因 此 ,作为 极限 ,认为 

(半圆 的 周 长 )x (半径) 二 ( 圆 的 面积 ) 
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KRIM Аз ЖУ” x n 
3.4 局 形 的 面积 


h AA OA, OB, UAI AB(AB) 围 成 的 图 
PRA RØ”. 

将 АОВ fi CZAOBO SEP SÉ LT RR 
中 心 角 的 大 小 成 正比 ,如 用 S Жл ЖЛ ОАВ 的 面积 
时 ,有 S : rr 一 0 : 360。 


FERAE SL S=1 x 6-360 222 ,这 就 是 求 


360 
扇形 面积 的 公式 。 
相 分 之 一 加 (9 二 90°) 的 扇形 面积 为 
gorr? 1 
= 360 ^ 47^ 


其 半径 为 4( 厘 米 ) 时 ， S—Laxat—  X16Xm 
Bs 5—47 OE X». 
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图 3-5 


3.5 马 形 的 面积 


请 看 图 3-6, 线 段 AB( 直 线 的 一 部 分 称 为 线段 ) 即 


图 3-6 


AB 弦 将 圆 分 为 APB 和 АОВ 两 个 部 分 ,将 此 两 
个 部 分 分 别称 为 “弓形 APB” 和 “弓形 AQB”, 

换言之 ,所 谓 的 弓形 就 是 圆周 的 一 部 分 与 弦 所 形 
成 的 图 形 。 

大 概 是 由 于 与 射箭 所 用 的 弓 的 形状 相近 似 ,故而 
得 此 名 称 的 吧 ! 

已 知 半径 和 中 心 角 ,采用 上 述 方法 , 即 可 求 出 弓形 
的 弧 长 。 下 面 考 虑 求 弓 形 面积 。 
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弓形 АРВ ME SUC АРВ 和 三 角形 ОАВ 的 
面积 之 和 。 扁 形 部 分 的 面积 可 用 前 面 所 介绍 的 方法 求 
出 ,再 求 出 三 角形 OAB 的 面积 的 话 ,弓形 АРВ 的 面 
积 就 很 容易 求 出 了 。 

设 从 圆心 O ЖАВ SM SERE EE У h AB К 
度 为 2 A/r2—b ‚ДЫ ABXOH-2 这 一 求 三 角形 面积 
的 数学 式 , 三 角形 OAB 的 面积 为 

ЛОАВ=2 /т*—Ь° хВ--2=һ ri — hi 

因此 , 当 圆 的 半径 为 2( 厘 米 ), ZAOB=120° t}, 
0 =360°—120°=240°, ВЖ АРВ 的 面积 用 S, 表示 ， 


根据 Sm 一 240 1 360 这 一 ЖЖЖ SS — солу 


= xr ,另外 ,三 角形 OAB 的 面积 S.—A-r-——h5,.BE 
此 ， 与 形 的 面积 为 
S=S,+S,= rh Vrh 


当 半 径 为 2(JE O, —1 08 X W, 5 Ж АРВ 的 
面积 为 


2 十 1X 10 x 3 


x43) (Og X» 


另外 ,从 图 面积 中 减 去 弓形 АРВ Яр 
弓形 AQB 的 面积 S 


—ar^— (12-8; soei | на PE 
"UM 20 XD .,Ah —10E ЖЮ, 
5.49 Ert 3] = 28073 


і 
co |w N 
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=| 乞 < 一 /3| ЕЖ) 
前 节 所 介绍 的 扇形 的 计算 方法 是 一 般 的 方法 。 有 
时 显得 麻烦 。 当 扇形 的 中 心 角 为 90° 时 , 它 是 四 分 之 一 
图, 因此 扇形 面积 为 贺 面 积 的 十, 其 值 为 二 xzr* ,很 快 可 
以 求 出 来 。 
同样 可 以 很 快 求 出 在 纪 形 面积 中 所 涉及 到 的 局 形 


АРВ 的 面积 ,由 于 中 心 角 为 240", 其 面积 即 为 my。 


3.6 椭圆 的 面积 


先 对 图 3-7 进行 说 明 ,O 称 为 粹 圆 的 中 心 ,A,A'， 
了 B,B' 称 为 “顶点 ”,AA' 称 为 “长 轴 ”,BB' 称 为 “ 短 轴 ?”。 


B 


另外 ,将 长 的 OA 二 a 称 为 “长 半径 ”, 将 短 的 OB 
—b 称 为 “ 短 半 径 ”。 

PUE E UL 4 d c 

ш a=b GEBEN. 

将 椭圆 的 面积 记 为 9 Bh, *[ B| S= =ab 的 公式 求 
椭圆 的 面积 。z 一 和 时 ,当然 3 就 表示 圆 的 面积 了 。 

当 长 半径 a 一 3( 厘 米 ), 短 半径 pg 一 2( 厘 米 ) 时 ,其 
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面积 S 二 3X2Xx 二 6r( 厘 米 ?)。 

在 到 目前 为 止 的 例子 中 ,如 图 周 的 长 度 、 缴 的 长 
度 、 图 的 面积 .扇形 的 面积 . 纪 形 的 面积 .椭圆 的 面积 
等 ,全 都 使 用 了 图 周 率 。 

这 样 ,x 就 不 仅 是 计算 圆 ,也 是 计算 椭圆 形 等 所 不 
LE SEE 


3.7 球 的 表面 积 和 体积 


我 们 已 经 知道 , 球 ( 亦 称 为 球体 ) 的 表面 积 可 用 S 
— Amr? 计算 。 

此 值 正好 是 相同 半径 x 的 图 面积 的 4 倍 ,由 于 4 
是 整数 ,所 以 计算 非常 简单 。 


ЖЮК Е Уол? 求 出 的 。 


将 此 式 分 解 看 ,就 变 成 全 XX4zr?, 所 以 它 和 以 球 的 
表面 积 作为 底面 \ 以 r 作为 高 的 锥 体 ( 圆 锥 或 角 锥 ) 的 
体积 完全 相同 。 

(圆锥 的 体积 ) 二 (底面 积 )X (高 ) 二 3 
底面 积 用 'S 表示 ,高 用 有 表示 , 则 体积 V 由 VV 二 SXh 
+3- RB, 

底面 是 三 角形 ,四 边 形 ，…… 等 多 边 形 时 ,计算 时 
用 不 着 r, 但 底面 是 圆 或 椭圆 那样 的 圆锥 或 顶 圆 锥 时 ， 
求 体积 就 必须 用 到 х. 

下 面具 体 计算 一 下 球 的 体积 和 表面 积 。 

半径 为 2 厘米 的 球 的 表面 积 S 是 

$=4ххх2°==16х(# Ж?) 
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相同 半径 的 球 的 体积 V 是 


— хх ti— 82,08 Ж) 


3.8 网 锥 的 体积 和 表面 积 


前 而 儿 述 过 ,不 管 是 角 锥 还 是 圆锥 , 锥 体 的 体积 者 
由 底面 积 S 和 高 ,再 用 公式 一 人 计算。 
在 角 锥 中 ,体积 与 无 关 ,所 以 这 里 只 考虑 图 锥 。 


O 
h 


T 


图 3-8 
底面 半径 用 > 表示 ,高 用 表示 ,图 锥 的 体积 V 是 
Ү=л#*хА--3,х 仍然 是 必要 的 。 
在 这 个 式 子 中 ,有 用 r 替换 ,底面 积 用 4zr? AR. 


N V — oar x r= nr s 5 W Pr 2 8 st it OR 
相同 。 

ggs- T VT, 

其 次 是 求 锥 体 的 表面 积 。 虽然 角 锥 与 x 无关, 但 车 
求 图 锥 的 表面 积 ,x 就 变 得 必要 了 。 

圆锥 的 底面 是 圆 ,侧面 是 曲面 我 们 先 画 出 展开 
Н. 
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3-9 左边 为 圆锥 的 立体 图 ,将 此 图 分 割 展 开 , 画 
出 展开 图 ,就 变 成 右边 那样 。 


图 3-9 


由 展开 图 可 知 , 侧 面 的 形状 是 弧 长 为 2rr、 半 径 为 
z 的 扇形 ,所 以 , 它 的 面积 S; 为， 
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另外 , ЖЫЛА S, 是 半径 为 > 的 圆 , 因 而 S;—=r2, 

因此 ,圆锥 的 整个 表面 积 ( 也 称 为 全 表面 积 )8 是 
S, 5 S, 之 和 

S=nri+nr =nrnrl +r) 

下 面 求 具 体 的 圆锥 的 表面 积 。 

底面 半径 为 1( 古 米 ) ,高 为 /3《〈 厘 米 ) ,在 左 图 中 
OA 一 0B=/, 在 右 图 中 /一 OA 一 OAs, 这 个 1 称 为 “ 母 
R RARE” 

在 此 ,! 一: 十 大 = 十 3=~/ 4 一 2( 厘 米 ) ,图 
锥 的 体积 为 
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Tr QEXI* xA 3 => 


V= 3 5 3 OB X» 

圆锥 的 表面 积 为 

S=xmr(-+-r)=x=(2+1)=3xm=w(J# Ж?) 
Lor 仍然 是 重要 的 ， 


39 BGB EXE 


EM S RE E RP UE 
锥 ,下 部 分 成 为 圆 台 . 


图 3-10 


贺 台 的 上 下 两 个 平面 是 平行 的 ,侧面 是 圆锥 的 一 
部 分 , 它 显然 是 曲面 。 

切割 高 度 为 的 图 锥 ,做 成 圆 台 ,将 下 底面 的 半 入 
记 这 一, 上 底面 的 半径 记 为 ~ 将 高 度 疡 分 为 两 个 , 图 
侣 的 高 度 记 为 六 ,上 圆锥 部 分 的 高 度 记 为 S. 

首先 , 由 于 两 个 相似 形 的 面积 比 是 相应 项 之 比 的 
平方 ， ROGER IA CULN UE ARE 3.10 有 


CE E REIO = nth reh 
=F Lr n ERO nhi] 
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KS 


3 
= [rh БА Gi n] (D 


A^. 由 ha t hr :ri 有 rihz=rh, 
rihz =r; (hı +h) srih: — roh; 


СЫ +r hz —r hz) 


=r;hı 
ha Gor =й, Aum L © 
将 四 代入 中 ， 
CI & 80 — [rh e рл) | 
= [nh trh а) 
= Тање) 


由 此 可 知 , 如 果 知 道上 底面 .下 底面 的 半径 和 圆 台 
的 高 度 , 即 可 求 出 圆 台 的 体积 ,在 此 式 中 也 有 хл, 
下 面 求 图 全 的 表面 积 ( 全 表面 积 ) 。 这 样 的 问题 用 
展开 图 描绘 比较 容易 理解 。 
因此 ,参看 图 3-11， 
因为 上 底面 和 下 底面 都 是 圆 ,所 以 其 面积 为 rrz 
Ear пб n) ,侧面 面积 为 
(侧面 的 面积 ) 一 rr 一 rrz2s 
==[r, (l Hl) — rl] 
—zindád45;08—7)] «y 
另外 ， 因为 rz: r =; : 1 
K rai r =L : (L, +1,) 
有 r. (h th) =, 
roli raa rara =l (ri —r2) 
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ОАК ЛО, ж 
С [д EE 


туг»? 


=r (riha dr) 
= rl ritr) 
由 此 可 知 , 为 了 求 图 人 台 的 表面 积 , 可 求 出 上 底面 和 
下 底面 的 半径 及 斜 高 (不 是 高 度 , 而 是 母线 的 一 部 分 )， 
ТЕТЕ DP. 
〈 表 面积 ) 一 (上 、 下 两 个 加 的 面积 ) 
十 (侧面 积 》 
=r lr 12) tarh G+ ro) 
=x lri tre tr rd) 
=x {r hr) tr e Qh tr) ) 
在 此 ,x 也 起 着 重要 作用 。 
重新 整理 写 出 图 他 的 体积 了 和 表面 积 S 的 计算 
AR: 
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у P угу, nt) , 
S-—rzirn 4n? +r: tr) 


根据 上 述 公式 来 计算 ,实际 的 圆 台 的 体积 和 表面 
积 。 


图 3-12 


如 图 3-12 所 示 的 圆 台 ,其 上 底面 的 半径 为 20€ 
米 ), 下 底面 的 半径 为 3( 厘 米 ), 高 度 为 ~/ 3 OE, 8 
高 为 2( 厘 米 ) 。 

体积 V 的 计算 为 


ү ен) 


一 本 x3 (322--3x 24-27) 
—x 3 3 (9--64-4) 
KT. л 


表面 积 S 的 计算 为 
S-—nznG-rn2475Go|470)] 
—nz[3(24-35-- 224-25] 
—mz(3X54-2X4) 
—m(15--8) 
—23x CB Ж?) 


(ЖЖ?) 
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第 四 章 


pg Sy hÜ pra 


4.1 强度 法 和 缀 长 


ДЖ 3 # 28 P ЫА R MAKET DÀ 8 S ЖЖ 
示 出 来 。 


E aa 
在 图 4-1 中 , 取 中 心 角 AOB(CAOB) 的 大 小 为 0 
GUE JA ABCAB) 的 长 度 为 1 时 ,因为 中 心 角 的 大 小 
和 弧 的 长 度 成 正比 , 即 
8: 2z-—l 3 2zr (360? —27zrad) 
HRR, H 
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OX 2ar 


EE, RAIE RET H, 

(BAK 0 = GEO (中 心 角 ) 
这 样 表示 相当 方便 ,而 县 十 分 简单 ， 

可 能 会 有 人 认为 看 不 见 是 件 好 事 , 但 是 z 仍然 
存在 

我 们 举 个 例子 分 析 一 下 。 

用 弧度 法 表示 中 心 角 的 大 小 ,bg 一 羡 r, 取 半径 一 
зо E Ж, | St КЖ x 

¿=r0=30x a= 207 厘米 


从 此 式 可 知 ,以 为 表面 上 的 消失 使 得 式 子 简单 了 , 实 
际 上 这 是 一 种 错误 的 理解 。 在 9 中 ,显然 食 有 x。 


4.2 MEZRA AR 


在 图 4.1 中 ,扇形 AOB 的 面积 用 S 表示 。 

中 心 角 的 大 小 与 扇形 面积 成 正比 ,当中 心 角 用 弛 
度 法 表示 为 <AOB=6 时 ,有 

5: 802—0: 2л (ANIN 2r) 

RES S s Ik 5—5, А ГИ ЕЁ 
жел H BA J q W ЛА. 

虽然 式 子 中 没有 r, 让 人 安心 ,但 或 多 或 少 会 使 人 
感到 单调 了 一 些 。 

下 面 , 沧 个 例子 分 析 一 下 。 

ЖААЖ t S; 8 ,0= Za S r= 60JE Ж) 
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时 ,扇形 AOB 的 面积 S 为 


S= 5 x 62 x 2 6 271270 K?) 


在 扁 形 的 面积 中 还 是 出 现 了 x。 由 此 可 见 ,x 像 隐士 一 
样 时 隐 时 现 。 

归根 到 底 , Е ЖЖЖ К Ж Jà J W An Ж 
与 x 的 联系 。 


4.3 正弦 曲线 的 描绘 方法 及 反正 弦 郴 数 


前 面 比较 了 表达 和 角度 的 弓 度 法 和 度数 法 ,而 且 , 使 
用 弧度 法 可 以 正确 地 画 出 三 角 函 数 的 图 形 。 

z 有 各 种 各 样 的 近似 值 ,但 图 形 只 不 过 是 个 简 图 
而 已 ,因此 ,采用 m3. 14 就 足够 了 。 

= ЖН 6 种 (sinz,coszytanzycotzysecz， 
cosecz) ,它们 都 是 周期 函数 ,所 以 二 的 值 从 负 无 穿 大 
到 正 无 穷 大 (一 co 过 x 二 十 吕 ), 没 有 全 部 画 出 的 必要 。 

因此 ,只 画 出 正弦 曲线 在 闭 区 间 [0,2r] 的 图 形 。 
闭 区 间 [0,2x] 指 的 是 0 过 z< 委 2r。 


图 4-2 
图 4-2 就 是 正弦 曲线 的 简 图 。 此 图 简单 地 表示 了 
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y==sinz=, WE, rJ Am sin A sin xsin 人 一 


sin v 
4 ° 


正弦 函数 是 “周期 函数 ”, 周 期 为 2r。 

所 谓 周期 等 于 2r, 意 味 着 z 的 值 相差 2r Н, у= 
sinr 的 值 相 等 。 

这 样 图 4-2 可 向 + #h E $ü J 5] Z R AÉ dË. 

正弦 函数 ?一 sinz 的 反 函 数 写 成 y — sin lx, XR 
y=arcsinz,sin z i€ fE K. ЈЕ Ж z (inverse sinz). 


反正 蓄 函 数 的 图 形 ,如 图 4-3 所 示 , 变 成 了 竖 的 形 


A. 
+. 

x 值 的 范围 称 为 “定义 域 ”,y 值 的 范围 称 为 “ 值 
域 ”。 


例如 ,zx 一 元 所 对 应 的 角 有 无 穷 多 个 。 在 图 4.3 


中 ,一 六 所 对 应 的 y 值 有 3 个 。 如 果 限制 y 的 范围 
使 它 只 有 一 个 值 , 它 被 称 为 反 三 角 函 数 的 主 值 .在 这 个 

x z], . 1 
函数 中 , 取 | 一 至 ,到 |, 这 时 ,y 一 arc sin > 
只 有 一 个 值 。 


HAR SEREEN ERENT RART, 
也 就 是 30"。 
当 不 考虑 主 值 时 ,y 一 arc sinr 变 为 多 值 函 数 。 这 
时 ,对 于 1 个 z 值 有 无 数 个 y 值 。 
与 这 样 的 函数 相反 ,表示 直线 的 函数 y maro 
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л o 
== 905, 


BUE SE HIA 


y = arcsin x 


т 


ЕБ 


NN 


图 4-3 


(Cab 为 常数 ) 称 为 “ 单 值 函数 ”, 也 就 是 说 x 和 和 是 一 
一 对 应 的 。 


4.4 ЖЮ ЧЕ Б 一 


y=coszx(—co<x<+-co)4# JJ 4: 1E үй Ж. 

余弦 函数 的 定义 域 , 即 z 的 范围 ,是 所 有 实数 。 用 
不 等 式 表 示 , 可 写成 一 co 过 xX 之 十 co 或 (一 oo0, 十 00)， 
"+ я”. 

但 是 , 值 域 , 即 y 值 的 范围 可 写成 [一 1,1], 或 一 1 
< 之 y 信 1 ,是 “ 闭 区 间 ”。 
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函数 y 二 cosz 和 y= sins 一 样 ,也 是 周期 函数 ， 
周期 为 2r。 之 所 以 这 样 说 ,是 因为 每 阳 2x,y 值 都 有 相 
等 值 。 


4-4 


余弦 函数 的 反 函 数 是 反 人 余弦 函数 ,可 写成 у= 


cos ! 


x XQ у==агс cosx。 

Кж E CBE UST 1,1) H-SIL, 
值 域 为 所 有 实数 ,一 cc<y<<co。 

为 确定 主 值 ,把 [0,x] 即 (Kyr 作为 值 域 , 则 反 
余弦 函数 的 值 只 有 1 个 。 考 虑 主 值 时 ,无 论 是 反正 弦 函 
数 还 是 反 余弦 函数 ,z 和 y 都 是 一 一 对 应 的 。 


4.5 JEU BS WES EIE UR ІР ў 


yy 一 tanz( 一 co<z<eoe) 的 图 形 的 定义 域 为 
(—оо, оо), № Ж — oo < x < co , f 1,4, € ( — оо, 
оо), 

图 4-6 画 出 了 从 0 到 – E ЭД Ж. ЈЕУ 
数 也 是 周期 函数 ,其 周期 为 x, 即 180"。 此 函数 的 特征 
是 不 连续 。 | 

由 图 所 示 , 正 切 函数 的 图 形 在 х=, АЕЖЎ 
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Weg W 
ME --—- 
J-arccos х 


E 


图 4-5 


变化 到 负 无 穷 。 仔细 看 图 可 知 ,凡是 x 二 的 奇数 倍 痢 


不 连续 。 因此 ,不 连续 点 为 х= >т, т, Im 


其 次 ,作为 正切 函数 y 一 tanz AEA WJ B. ЈЕУ 3; 
数 у==їап !xCy-arctanx) Н JBE у= ЖЕ 
ATÆ, 1 Љу. 
EMRE- p <tan "z < 时 , 对 应 于 (一 ce， 
ec), Hl —oo- «oo NE XA. 一旦 决定 了 反正 切 函 
数 的 值 ,z Яп у 就 成 为 一 一 对 应 的 。 
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4.6 БЕЖ RRE БЕШ + {Н 


Au BI PT 38 , E К EA U и U IE 52 Ж, Н + 
值 在 闭 区 间 [2,7], -4 Sarcsinz< A. k — — 
对 应 。 

LESSE CEST. 39 F. A dE UA EX 
ДЕЦ C RIO x], Ё о<агс созх<л 上 一 一 对 应 。 

进而 ,正切 函数 的 反 函 数 为 反正 切 函 数 , 它 的 主 值 


EFE ial -5 „| I T Сагс tanaz< Е 
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МОЕ yT 
у= атсіат x 


应 。 

因此 ,为 清楚 地 说 明 ,重新 用 图 表示 。 如 图 4-8， 
4-9,4-10 所 示 。 

接 下 去 画 出 的 图 形 可 能 稍微 难 了 些 。 它 们 是 余 切 
函数 y—cotz, IE EL BED > 一 secz, 余 割 函 数 > 一 cosecz 
和 作为 它们 的 反 和 函数 的 反 余 切 函数 ?一 arccotz ,反正 
割 函 数 y=arcsecx, ИА RAE] Ж Ж у =агссоѕесх 的 
曲线 。 如 图 4-11 一 4-16 所 示 。 
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arcsin x 


у= 


4-8 


arccos x 


у= 


S 
© 
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图 4-9 


ут arctan х (- 


Ё 4-10 


图 4-11 
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arccot x (0, z) 


Ej 


x 


反 余 切 函 数 


图 4-12 


y = sec x 


TER 


图 4-13 
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4-14 


соѕес х 


у= 


图 4-15 
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Бей БРА y 
— шд A 
y —arccosec x 3^ z) + 22224 
1 
1 
1+ Н 
| 
| 
-1 | 
一 一 — + 一 一 一 + — 
一 2 К O 1 2 x 
| 
| 
I 十 一 
| 
—2-———— кт 
图 4-16 


4.7 摆 的 振动 与 三 角 函 数 


尽管 目前 已 很 少见 了 ,但 在 昭和 初期 ,说 到 钟 就 一 
定 是 摆 钟 。 这 种 钟 利用 了 摆 的 等 时 性 。 

手表 则 是 利用 了 发 条 的 机 械 运 动 原 理 ， 

摆 的 等 时 性 是 由 意大利 人 伽利略 (Galileo ,1564- 一 
1642) 发 现 的 ,他 在 比萨 大 学 学 医 时 观察 教堂 里 的 灯 的 
摆动 ,通过 与 自己 的 脉搏 相 比 发 现 , 摆 往 返 一 次 需要 的 
时 间 相 同 (等 时 性 )。 

1609 年 ,他 发 明了 佑 利 略 式 望 远 镜 ,并 用 以 观察 
天 体 ,从 而 赞成 地 动 说 。1589 年 ,他 就 任 比萨 大 学 教 
授 ,1610 年 ,他 荣获 斐 兰 兹 公国 的 克 西 姆 二 世 之 称号 ， 
并 继续 研究 数学 ,1616 年 宗教 判决 了 地 动 说 ,并 禁止 
教授 和 谈论 地 动 说 。1632 年 优 利 略 因 发 表 《 天 文学 对 
话 》 再 次 受到 宗教 的 判决 ,被 关 在 非 兰 兹 郊外 的 城堡 
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图 4-17 {ШЖ (1564—1642) 


EAST E GL ЖЛ Жз Жою, 

他 在 比萨 斜 塔 上 同时 投下 重 物 和 轻 物 的 实验 ,证 
实 了 当时 被 人 们 普遍 接受 的 “ 重 物 比 轻 物 降落 得 快 ”的 
观点 是 错误 的 ,从 此 创立 了 自由 落体 与 重量 无 关 的 落 
体 定 律 。 

以 后 ,他 又 与 卡 路 达 奴 一 起 成 功 地 用 数 和 量 表示 
偶然 发 生 的 车 件 , 并 出 版 了 《关于 项 子 赌 博 的 考查 》 一 
书 。 

他 说 “ 掷 三 个 山子 时 ,点 数 和 为 9 的 概率 不 同 于 点 
数 和 为 10 的 概率 "”。 这 段 说 得 清楚 透彻 的 话 在 当时 广 

下 面 描 叙 振子 所 具有 的 “等 时 性 ”, 当然 不 限于 计 
时 所 使 用 的 摆 。 

因为 振子 的 运动 是 往返 运动 ,所 以 用 曲线 表示 时 ， 
可 用 正弦 曲线 或 余弦 曲线 。 

前 面 已 经 讲 过 了 此 类 曲线 的 描绘 方法 ,把 振子 这 
种 最 简单 的 往返 运动 称 为 “ 单 振动 ”。 

单 振 动 是 振子 与 振动 中 心 的 距离 随时 间 按 正弦 曲 
线 或 余弦 曲线 的 变化 的 往返 运动 。 
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在 数学 上 可 将 它 看 作 是 沿 着 半径 为 振幅 r nq JJ 
周 , 以 一 定 的 角速度 w 运动 的 点 在 圆 的 直径 上 的 投 
影 。 在 力学 上 , 单 振 动 或 像 弹簧 那样 弹性 振动 的 物体 ， 
总 是 受到 与 其 定点 的 距离 成 正比 的 力 的 作用 ,使 其 处 
于 被 拉 回 到 定点 的 状态 ,从 而 成 为 往返 运动 。 

将 偏离 中 心 的 最 大 值 称 为 振动 的 “振幅 ”, 它 相当 
于 前 面 所 说 的 圆 的 半径 。 

男 外 ,往返 一 次 所 需要 的 时 间 称 为 “周期 ”。 

y 一 sinz,y 一 cosz 的 周期 是 2r, 也 就 是 360°, y= 
tanz 的 周期 是 r80), -RA t RT RRA M R 
T AW E] XF timo B P] Ж, 


周期 :或 了 ІЖ, d sa Жл on. UR 


希腊 字母 > 表示 ,一 二 或 =}, 


换言之 ,每 秒 钟 往返 振动 的 次 数 是 “频率 ”。 此 处 ， 
振幅 ~、 周期 :或 了 .频率 "是 决定 单 振动 形状 的 要 素 ， 

车 将 这 些 单 振动 看 成 是 以 角速度 做 圆周 运动 
的 点 的 投影 时 ,有 如 下 关系 : 


р 27 y, 0 
~ w’ 2n 


y—rcos(eta e) : 时 振动 中 心 的 距离 
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描述 图 4-18 b ЖЕУ E A ШЖ. ЖЫМ 
R SARRA o. MMA TANZANA P E у b 


上 的 投影 。 在 此 图 上 ,点 三 的 投影 以 弛 为 周期 不 断 地 
重复 。 


4.8 虚数 单位 /与 


代数 学 的 诞生 比 几 何 学 晚 很 多 。 

伊斯兰 教 产 生 后 , 仅 经 过 了 10 年 左右 的 时 间 就 统 
一 了 阿拉 伯 地 区 (622 一 632) ,以 后 又 用 了 约 100 年 的 
时 间 建 成 了 撤 拉 逮 大 帝国 。 这 个 国家 的 人 是 阿拉 伯 
Ao 

除 宗教 和 商业 外 ,阿拉 伯 人 还 非常 重视 学 问 。 他 们 
把 许多 希腊 和 印度 的 科学 书籍 译 成 阿拉 伯 文 。 

773 年 ,印度 学 者 甘 卡 夫 来 到 阿 巴 斯 王朝 的 AR 
3 4 0754—7750 E XE EUR. 0 和 定位 原则 的 印度 数 
字 带 到 了 阿拉 伯 。 

9 世纪 时 ,阿拉 伯 数 学 以 印度 和 希腊 数学 为 基础 

始 兴 起 ,10 一 11 世纪 飞速 发 展 。 

在 这 些 阿 拉 伯 人 中 ， 有 位 研究 数学 的 人 叫 
M. Y. M. ИФ Кя] (780 左右 一 850 左右 )。 他 创 
立 了 阿拉 伯 王 A. Z KA. (813 一 833 在 位 ) 的 图 书馆 。 
他 汲取 了 印度 和 希腊 数学 的 长 处 之 后 ， 写 了 多 癌 数 学 
著作 。 这 些 书 与 实际 密切 相关 , 例如 ,关于 土地 测量 、 
商业 计算 、 财 产 继承 和 分 配 等 方面 的 必要 的 数学 。 可 
以 说 ， 因 其 名 而 出 现 了 英文 词汇 “algorism” 和 “aigo- 
rithm”, 
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所 谓 “algorism ，algorithm” 人 含义 是 “计算 顺序 ” 
或 “计算 程序 ”。 最 近 由 于 发 明了 计算 机 ,这 个 词 再 次 
显露 头角 。 

此 外 ,他 想 出 了 在 方程 式 两 边 同时 增加 正 项 可 以 
消去 负 项 的 方法 .将 补 加 的 正 项 叫做 “< 阿 鲁 .十 布 拉 ”。 
其 含义 是 “ 移 项 >。 由 此 演变 具有 重要 含义 的 英文 “al- 
gebra” 一 词 , 译 为 “代数 学 ”。 

把 印度 和 阿拉 伯 数 字 传 入 欧洲 的 是 法 国 的 吉 重 拜 
尔 。 大 约 在 10 世纪 。 

此 人 生 在 奥 贝 鲁 纽 的 一 个 贫 昔 之 家 。 在 修道 院 受 
教育 后 ,到 西班牙 学 习 数 学 , 了 解 了 阿拉 伯 数 字 ( 在 印 
度 创 造 的 数字 ) 。 

当时 的 西班牙 是 东西 方 文化 的 交汇 你 ，。 中 国 、 印 
度 、 阿 拉 伯 的 文化 已 传 入 此 地 。 

因为 学 习 到 了 由 阿拉 伯 人 传播 的 印度 数字 (也 称 
印度 和 阿拉 伯 数 字 ) , 吉 和 鲁 拜 尔 幸 运 地 得 到 了 将 其 传 至 
欧洲 的 机 会 。 

公元 前 就 已 经 知道 了 分 数 , 但 是 小 数 则 是 在 印度 
和 阿拉 伯 数 字 传 到 欧洲 后 , 才 发 现 的 。 

在 此 ,对 小 数 稍 加 说 明 。 

在 现在 这 样 用 10 进 制 表示 小 数 的 方法 确立 之 前 ， 
流传 着 这 样 的 事 。 

在 荷兰 ,有 一 位 叫 斯 秦 芬 (S. Stevin,1548 一 1620) 
的 人 ,他 曾 在 商店 工作 ,去 过 普鲁士 和 波兰 , 以 后 担任 
军 中 会 计 。1585 年 ,他 出 版 了 关于 小 数 的 书 。 

他 把 小 数 237.578 写成 2370507088, ж 
了 小 数 的 四 则 运算 , 即 加 法 ,减法 ,乘法 和 除法 的 方法 。 
除了 小 数 的 符号 外 ,他 还 规定 了 一 种 指数 表示 法 ,他 把 

77 


工 写 成 @ ,把 zz 写成 四 ,把 >° 写成 @。 

离 题 稍 远 一 点 ,说 一 下 将 等 号 写成 现在 这 种 形式 ， 

一 ”, 的 人 是 英国 的 L. 维 克 多 (1510 一 1558) 。 在 
1557 年 他 写 的 代数 书 中 最 先 使 用 现在 的 等 号 。 

现在 读 小 数 部 分 时 是 不 带 单 位 直 读 。 在 日 本 江 户 
时 代 , 要 带 有 位 数 地 读 。 

小 数 第 1 位 称 为 “成 ”, 小 数 第 2 位 称 为 “分 ”, 第 3 
位 称 为 “ 厘 ”, 第 4 位 称 为 “ 毛 ”。 所 以 0.1234 读 为 1 成 
24-3 4%. 

还 有 一 种 说 法 ,将 小 数 第 1 位 称 为 “分 ”, 第 2 位 称 
AE”, 3 位 称 为 “ 毛 ” 的 。 这 种 读 法 估计 是 从 印度 传 
来 的 。 

因此 ,即使 今天 也 有 人 分 不 清 “ 成 ”与 “分 ”。 

大 家 可 能 都 清楚 , “实数” 由 有 理 数 和 无 理 数 组 成 。 
0 与 正 . 负 整数 ,有 限 小 数 及 分 数 统一 称 为 “有 理 数 ”。 
me 2 … 等 统称 为 “无 理 数 ”。 

在 应 用 公式 解 二 次 方程 式 x 十 2z 十 3 二 0 ba 
一 1] 土 ~ 一 3 二 一 1 土 MV 一 2, 所 以 解 为 z= 二 一 1 土 
М—? 

但 是 以 前 规定 dola 为 实数 ), 所 以 ,~/ 一 2 等 不 
属于 实数 。 

定义 ~V 一 1 一 i, 则 如 == 一 1, 这 样 出 现 了 “平方 后 为 
负 的 数 ”。 这 就 是 “i 的 发 现 ”。 因 此 很 清楚 ,在 数 中 , 除 
实数 外 ,还 应 有 “虚数 ”。 

如 上 定义 二 后 , 则 

一 2 一 一 1IX2 一 一 1 2 一 2 一 
(4270) 8 AN a i, 

78 


包含 实数 和 虚数 的 数 称 为 “复数 ”。 

将 虚数 称 为 “ 虚 的 数 (imaginary number)”, 它们 
是 在 数 轴 上 不 能 表示 的 数 。 

全 部 实数 可 表示 在 数 轴 上 。 因 4-19 是 表示 实数 的 


图 4-19 
那么 虚数 如 何 表 示 呢 ? 虚数 可 用 高 斯 平面 ( 复 平 
面 ) 上 的 竖 轴 表示 。 
如 图 4-20, 图 中 竖 轴 称 为 “ 虚 轴 ”或 “虚数 轴 ”。 


图 4-20 . 
与 此 相应 ,把 以 前 的 数 轴 称 为 “ 实 轴 ”或 “实数 
H”. 
+, & Sc и Bë o 32 0 “ 8 ата е £ >F- 
面 ”, 在 这 个 平面 上 可 以 表示 所 有 的 复数 (包括 实数 和 
虚数 )。 
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如 图 4-21 所 示 , 点 z 的 坐标 为 (a,5i), 则 有 表示 
z-—a-Fbi,z 为 “复数 ”。 


Р 4-21 

在 z= 二 a 十 bi 中 , 当 2 一 0, 也 就 是 说 = 一 a 时 ,> 为 

Ш a=0 时 , 即 = 一 入 时 ,z 为 “虚数 ?或 <“ 纯 虚数 ”。 

因此 ,复数 是 除了 普通 的 复数 2 十 3i,3 一 5i… 等 
外 ,还 包括 如 a 和 bi 这 样 的 实数 和 纯 虚 数 ，。 

下 面 , 稍 离 主题 ,介绍 一 下 高 斯 。 

最 早 研 究 简单 求解 1 十 ?十 3 十 … 十 40 等 差 数 列 之 
和 的 公式 的 人 就 是 数学 天 才 高 斯 (多 .FEF. Gauss,1777 一 
1855), 


图 4-22 高 斯 (1777 一 1855) 
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他 于 1777 年 4 月 30 日 出 生 在 德国 不 伦 苏 哈 克 的 
一 个 砖 瓦 匠 的 家 中 。 其 父 原 打 算计 高 斯 继承 父 业 。 但 
高 斯 天 性 聪慧 ,其 母 让 高 斯 在 少年 时 代 就 开始 做 学 问 。 

他 9 岁 时 ,先生 向 班 上 的 学 生 提 问题 ,“ 从 1 加 到 
40”( 前 面 讲 的 问题 )。 

小 高 斯 立即 回答 “是 820”。 先生 大 吃 一 惊 ! 先生 问 
他 如 何 计算 ,他 回答 ,计算 (1-+40) 汉 20?。 先 生 再 次 大 
吃 一 惊 ! 因 为 先生 自己 都 不 知道 这 种 方法 ,而 高 斯 却 知 
道 。 

这 就 是 现在 的 等 差 级 数 ( 数 列 ) Garithmetical pro- 
gression ,缩写 为 AP) 的 计算 方法 。 初 项 为 e, 相 邻 两 项 
之 差 , 即 公 差 为 d 时 ,第 n 项 则 为 as 二 a 十 (mn 一 1)d。 从 
初 项 到 第 项 之 和 S, *[ R| F жж 

5,= {2а (0 —1)4) Xn 二 2 二 (a 十 a,) Хп? 

此 计算 公式 是 200 年 前 由 9 岁 儿 童 发 现 的 。 

高 斯 的 研究 涉及 数学 、 天 文学 、 电 学 和 磁 学 等 多 个 
领域 ,他 有 很 多 发 现 或 发 明 . 其 中 有 著名 的 测量 天 体 轨 
道 的 方法 。 现 在 有 许多 物理 量 的 单位 以 高 斯 的 名 字 命 
名 ,磁感应 强度 的 单位 “高 斯 ”是 众所周知 的 。 

他 之 所 以 能 进行 各 种 研究 ,是 因为 当时 的 君主 
(Prince Ferdinand of Braunshweich) 为 他 提供 资金 。 

高 斯 将 数学 严密 化 ,他 认为 “所 有 的 自然 科学 均 以 
数学 为 基础 。” 

他 的 名 言 是 “数学 是 科学 的 女皇 ”。 

他 曾 开 玩笑 地 说 “我 从 机 儿 时 起 就 从 事 数 学 计算 
f”. 
现在 ,参看 图 4-23 我 们 设 复 数 == x+ у, Ж Oz 
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O ^rcosó 


E 4-23 
=, ОН =0 时 ,利用 三 角 函 数 则 有 ,cos6 一 


= 
T 


o 


VÀ їй Ж VI r, Ж 33 x—rcos6, y —rsinó. 代入 z= 
т+ уі, N A ===ж-_ yi = rcos) + rsin@0 * i. BJ] № z = 


r(cos0-+-¿sin0), 
下 面 再 看 与 自然 对 数 的 底 e 有 关 的 公式 。 


e= lim (1 + l )" = 2. 718281828459045 ------ 


下 展开 式 ， 

3 n кы п 
est Et E 20 1 
n n=0 N! 

yi y yi» S Qi» 

=1+т, 2! 3141 +" 一 之 ni 

(—1)* у” С— 12 yn 

-> (n)? ^ 2 Qa F1) 
=cosy+isiny 


Hse =e е" + e” 可知 


e! =e" (cosy + isiny) 
É z=0,y=0,@& e =e =l, eme", 
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„sin 


W] e#—cos0--¿sin0 

此 等 式 叫 “ 欧 拉 公 式 (Eulerian equality)" 

将 9 一 x 代入 网 拉 公 式 , 则 有 

е” 二 CcOsA 十 isinx 一 一 1 十 0i 二 一 1 

ERJA e=, 

这 就 是 ex. 三 者 的 关系 式 , 因 之 也 是 三 者 的 接 . 
触 点 。 此 式 是 二 个 无 理 数 (超越 数 ?)e 和 z 与 虚数 单位 
i 的 唯一 一 个 关系 式 。 

若 用 一 zi 替代 上 式 的 xi. E] sm (— z) = o, 
cos (一 Xx) 二 一 1。 则 e “一 一 1。 将 这 二 个 公式 归纳 为 一 
个 , 则 有 et" 一 一 1。 


4.9 x 是 无 理 数 


实数 的 分 类 
有 理 数 (可 用 名 表示 的 数 ) 
代数 无 理 数 (~ 2 ,M3 Ф) 


TER ими сет Ф 
由 此 看 出 ,不 是 有 理 数 , 不 能 用 分 数 形式 表示 ， 


EREA x WEDE, EI EE — 45 
数 只 是 很 接近 值 ,但 不 等 于 天 的 真 值 ， 


但 是 的 真 值 是 应 该 存在 的 ,在 数 轴 上 也 确 有 其 
位 。 它 应 该 在 3 与 4 之 间 。 如 图 4-24, 在 自然 对 数 的 底 


实数 


e 的 稍 右 位 置 。 
前 边 曾 提 到 过 ,公元 前 阿 基 米 德 提出 信和 是 
10 1 
3 T4935. 
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图 4-24 


虽说 是 无 理 数 ,但 它 不 是 代数 方程 的 解 ,因此 它 
是 个 超越 数 ， 


无 理 数 不 能 表示 成 人 (5 天 0)。 希 腾 人 知道 这 件 事 
比 几 何 学 天 才 欧 几 里 得 还 早 ， 

为 什么 这 样 的 事 旱 在 公元 前 300 年 前 就 清楚 了 
呢 , 这 是 因为 当时 人 们 熟悉 几何 学 和 分 数 。 因 此 ,如 何 
表示 边 长 为 1 的 正方 形 的 对 角 线 的 长 度 \/ 2 ,就 成 为 
研究 的 重点 。 

从 图 4-25 可 知 ,图 中 对 角 线 的 长 度 既 不 能 用 整数 
也 不 能 用 分 数 表示 。 


图 4-25 


如 前 所 述 ,即使 进入 了 计算 机 时 代 , 求 工 值 也 要 使 
用 马 孙 公式 或 欧 拉 公式 。 就 工 值 计算 而 言 , 欧 拉 留 下 了 
相当 完美 的 公式 。 与 此 同时 ,又 有 新 问题 出 现 。 
这 就 是 ,不 能 成 为 代数 方程 解 的 数 叫 作 “超越 数 ”。 
因为 x 不 是 有 理 数 ,因此 一 直 被 看 作 无 理 数 。 而 无 
理 数 可 成 为 代数 方程 的 解 ,例如 ,zr? 一 2 的 解 可 用 к= 
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c 2355. 
但 是 x 不 能 成 为 系数 为 有 理 数 的 代数 方程 的 解 。 
1882 年 , 林 德 曼 使 用 吹 拉 展 开 式 证 明了 这 个 结论 。 
我 想 可 能 有 人 认为 并 非 如 此 。 比 如 说 方程 式 zx? 二 
тя а= Ут 。 那 么 上 边 结 论 就 不 成 立 了 吗 ? 关于 
这 个 议题 , 留 给 专家 们 探讨 。 


4.10 证 明 z 是 超越 数 的 人 


Z E VE BE л 既 不 是 有 理 数 也 不 是 代数 无 理 数 ( 当 
然 不 是 虚数 ,是 实数 ) 而 是 “超越 数 ” 的 人 是 距 今 100 多 
年 前 的 丹麦 数学 家 康 托 尔 (G. Cantor ,1845 一 1918) 。 

一 开始 ,世界 上 有 好 多 著名 数学 家 不 赞成 他 的 观 
点 。 最 早 肯 定 他 论文 的 人 是 戴 德 金 (J.W.R.Dede- 
kind ,1831 一 1916)。 他 说:“ 数 不 是 神 赐 予 的 ,而 是 人 类 
自由 创造 的 ”。 

而 康 托 尔 说 “数学 的 本 质 在 于 自由 ”。 康 托 尔 是 舟 
麦 商人 的 儿子 , 生 于 列宁 格 勒 。 后 移居 德国 , 任 哈雷 大 

比 康 托 尔 早 зо 年 左右 就 有 人 扩展 尤 尔 米 特 的 思 
想 (e 是 超越 数 ) ,证 明 x 也 是 超越 数 。 这 个 人 是 林 德 曼 
(F. Lindemann,1852— 1938), 

现在 没有 一 个 人 会 怀疑 。 和 x 是 超越 数 。 曾 被 看 
成 代数 无 理 数 的 x, 摇身一变 成 为 一 个 新 的 数 一 一 超 
越 数 。 
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第 五 章 
zma 


51 公元 前 已 利用 正 多 边 形 计 算 x 


由 于 z+ 是 圆周 长 与 直径 的 比 ， 因 此 ， 开 始 用 圆 内 
接 或 图 外 切 的 正 多 边 形 计算 z, 

而 用 圆 的 半径 切割 圆周 时 ， 得 到 正 6 边 形 的 各 个 
顶点 。 这 是 几何 学 早期 发 现 的 事情 。 

因此 ， 在 远古 时 期 一 直 认 为 圆周 是 直径 的 三 倍 左 
右 。 

在 日 本 伐木 或 二 书 中 ，zr 大 体 上 也 用 3 代表 。 

在 此 ， 我 们 作 图 分 析 一 下 。 

如 图 5-1 Pros. 用 半径 切割 图 周 时 , 正好 划分 为 6 
个 部 分 ， 这 么 “正好 ”肯定 是 上 天 授意 的 。 

Eo 角形 中 这 个 “正好 ”(just) 的 情况 ， 完 全 是 
一 次 偶然 的 发 现 。 

一 周 是 360"， 正 三 角形 的 一 个 内 和 角 是 60"。 对 此 ， 
现代 人 不 会 感到 怎么 不 可 思议 。 可 是 以 前 肯定 有 人 在 
圆规 发 明之 后 ， 用 圆规 多 次 反复 论证 过 。 
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图 5-1 

也 许 ， 那 位 发 现 了 “正好 ”的 人 曾 与 大 数学 家 商 
Ец 4%. 

ЖОЕ 6 边 形 的 边 长 为 1/2， TH, 圆周 约 为 3, 但 
肯定 要 比 3 长 一 些 G3. 

因为 是 这 样 ， 所 以 任何 人 都 会 想到 应 增加 多 边 形 
的 边 数 。 比 如 ， 内 接 正 12 角形 GE 12 边 形 ) 的 情况 
又 会 是 什么 样子 呢 ? 

参照 图 5-2 和 5-3， 计 算 正 12 边 形 的 周 长 。 为 了 
易于 理解 ， 边 看 图 边 加 以 说 明 。 
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首先 在 图 5-4 中 ， 取 正 12 边 形 的 一 个 边 长 为 二 ， 
半径 与 正 6 边 形 的 一 个 边 的 交点 为 上 ， 


图 5-4 


IE 12 边 形 的 一 个 边 AA'=z， 令 AP 一 ARR 
y 的 长 度 。 
Ж ДАРО Р, ZAOP=30°, 


АР: AO: PO=1 : 2: < 3 
3 
Am, PO—APx-^/ 3 = 


E. y=AO РО= 5 — 
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XE ДААР 中 应 用 著名 的 毕 兵 定理 (三 平方 定理 )， 
А'А?=х*#=АР?°-„А P, BI 


od x 


二 一 人 二] у= t 
_lt4— i3 t3 8 一 HS 4— 2x3 
16 
所 以 х= N4—24/3. МЗ мІ w6-—v2 
24/2 24/2 4 
ЖЕР 边 形 周 长 为 
12z 一 3 (V 6 一 2) =3 (2. 4495 一 1. 4142) 
一 3X1.0353 一 3. 1059--- 
所 以 = =3. 1059, 
使 用 正 12 边 形 , x 的 计算 已 正确 到 小 数 点 后 第 一 
位 。 此 后 , 自然 是 继续 增加 边 数 , 正 24、 正 48 UP 


在 二 的 计算 过 程 中 , 有 V 4 一 2 ~/ 3 一 MV 3 一 1 这 
一 步 。 车 不 对 此 稍 加 说 明 , 可 能 有 的 读者 会 感到 困难 。 
下 面 离开 主题 ， 对 上 边 等 式 稍 加 说 明 。 


Na+bt2 Mab 属 于 “二 重 根 号 式 ”。 为 将 其 简化 ， 


设 Vat5b 土 2 Mab 二 Mz 土 Vy GE, Җ S NUR, 
两 边 同 时 平方 ， 则 有 
а+Ь2 Маб (vV x x y )—ztbykivzryGk* 
上 下 分 别 对 应 )。 

于 是 , 下 面 就 是 要 求 出 满足 + 十 y 一 a 十 5， xy 二 ab 
的 zz 和 了。 这 就 不 是 什么 难题 了 。 

总 之 ， 必 须知 道 二 项 式 平方 的 展开 式 ， 即 

《a 士 6)? 二 gq? 士 2a6 十 如 《 士 符号 上 下 分 别 对 应 》 
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其 它 只 不 过 是 它 的 具体 应 用 而 已 。 

数学 基础 牢固 的 话 ， 其 应 用 得 心 应 手 。 

在 世界 范围 内 为 检验 各 国 数学 实力 每 年 举办 一 次 
“数学 奥林匹克 比赛 "?。 每 次 比赛 时 ， 日 本 人 的 记忆 力 
可 称 得 上 是 世界 第 一 ， 但 在 应 用 问题 方面 ， 就 明显 差 
多 了 。 

即使 记忆 好 ， 若 不 会 灵活 应 用 所 记忆 的 知识 ， 用 
”处 也 不 大 ， 这 是 有 宝 不 会 开发 ， 太 可 惜 了 ， 原 因 在 于 

没有 理解 。 

记忆 和 死记 硬 背 不 同 。 日 本 人 多 是 死记 ， 所 以 不 
EX. 


5.2 用 连 分 数 计算 x 


用 连 分 数 计 算 r 的 人 不 多 ， 要 多 次 展开 。 
首创 连 分 数 的 是 一 个 叫 盖 托 蒂 的 数学 家 。 在 5.6 
节 中 (5》 所 介绍 的 布朗 开罗 (1620—1684) 的 连 分 数 
源 于 下 式 | 
All 
4 2+ 


2 十 
2 十 


1 
9 
25 
49 
81 


2 十 5 十 二 


在 一 定 范围 内 计算 上 式 ， 先 采用 繁 分 数 形式 。 
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再 计算 


81 4--81 85 49x2 _170+98_268 
?十 2 2 2, 2+ 85 85 
А 2585 536 2125 2661 
268 268 268 
›- 2X268 _ 5322-2412 7734 
2661 2661 2661 
14-2661 _ 7734-2661 _ 10395 
7734 7734 7734 
再 由 
m _ 10395 
4 7734 
可 得 


10395 10395 

因为 在 展开 式 中 取 的 项 数 有 限 , 所 以 x 值 没有 超过 3。 
由 上 可 见 , 计算 量 很 大 , 是 古人 对 计算 感 兴趣 吗 ? 

对 现在 的 年 轻 人 来 讲 ， 这 是 枯燥 无 趣 的 ， 古 人 也 许 因 

娱乐 或 兴趣 而 高 兴 这 么 去 干 。 


5.3 进发 现 了 强度 法 ? 


哪 本 书 都 没有 指出 是 谁 发 明了 强度 法 ( 强 度 、 
rad) 测量 角度 的 。 但 是 毫 无 疑问 ,在 角度 计量 中 使 用 
x 是 最 恰当 的 、 最 有 效 的 方法 。 

如 前 所 述 ， 在 圆周 上 取 与 半径 长 度 相等 的 弧 ， 以 
该 弧 所 对 的 中 心 角 的 大 小 ， 作 为 角度 单位 。 这 可 能 是 
头脑 聪明 的 人 的 偶然 发 现 。 

0 的 发 现 不 仅 是 数学 界 的 一 件 喜事 ， 而 且 受 到 世 
人 的 肯定 。 而 利用 表示 角度 的 弧度 法 ， 加 快 了 其 后 
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x 的 求 值 ， 使 延长 x 的 位 数 的 竞争 更 有 意义 。 

但 是 , 与 0 的 发 现 有 不 同 之 处 ,x 的 位 数 延 长 到 亿 
位 ， 也 只 不 过 刷新 记录 硬 已 。 这 种 竞争 与 攀登 高 峰 的 
竞赛 相似 ,，“ 那 里 已 有 个 高 峰 ”。 

x 的 位 数 的 增多 对 人 类 究竟 有 多 大 贡献 ? 在 没有 
人 研究 出 如 何 利用 这 些 位 数 的 时 候 ， 它 只 不 过 是 “ 吉 
尼斯 ” 书 上 留 下 的 一 个 记录 而 已 。 

Ж ж ЖЖЖ ИЛЕЛИН. dou deu, Ж 
ЖИВЖ. APAR SAIR: 可 以 简单 表示 出 来 。 


当中 心 角 为 9 ARN, 100, =, 上 述 公式 
非常 方便 实用 。 


54 利用 展开 式 计 算 z 


Н, ЖАТКИ лт 是 延长 x 的 位 数 的 方法 之 

前 面 介绍 过 莱 布 尼 兹 、 欧 拉 、 马 庭 等 的 展开 式 , 它 
Пет. 

最 早 的 莱 布 尼 兹 展开 式 形 式 很 简单 ， 但 缺点 是 收 
KAE. 

蕊 庭 和 哆 拉 的 公式 实用 性 强 ， 收 敛 性 也 比 其 它 公 
式 好 。 但 即使 如 此 ， 如 作者 前 面 所 示 出 的 那样 ， 算 到 
10 项 或 20 项 处 ， 也 不 能 赶 上 公元 前 阿 基 米 德 的 计算 
结果 。 

就 是 这 样 ， 有 许多 人 把 一 生 精 力 都 花费 在 计算 
值 上 了 。 结 果 呢 ?如 前 边 提 到 的 例子 ,r 值 算 到 707 位 ， 
用 计算 机 一 验证 , 528 位 以 后 都 是 胡说 八道 。 这 人 么 说 有 
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些 失礼 了 。 

在 1873 年 那样 的 旧时 代 , KEERT rA, 其 
梓 性 和 元 力 实在 值得 人 们 敬佩 。 若 计算 机 没有 发 明 的 
话 ， 他 们 在 历史 上 也 会 留 下 光辉 的 名 字 。 

另外 ， 如 前 所 述 ， 使 用 arc sin 六 的 牛顿 法 ， 因 收 
化 得 比较 快 ， 故 被 认为 较 有 实用 价值 ， 

在 实际 应 用 中 ，z 的 近似 值 取 3. 1416 RA E 
足够 用 了 。 

除了 在 人 造 卫星 和 天 文学 方面 有 用 处 外 ， 在 其 它 
方面 ,x 的 位 数 的 竞争 几乎 完全 没有 什么 意义 。 


图 5-5 各 种 x 的 计算 法 


5.5 其 它 著 名 数学 家 的 计算 公式 


前 边 已 列 出 过 几 位 著名 数学 家 提出 的 + 值 计算 公 
式 ， 下 面 ， 综 合 各 种 书籍 中 的 有 关公 式 。 如 有 什么 参 
考 价值 的 话 ， 将 是 幸运 的 。 

& Ju (Vega. 1754—1802) 在 1789 年 发 表 的 公式 
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pu 


多 数 


1 
408 1393 
拉 - 维 加 《〈Eulier-Vega) 公式 是 


1 1 
= 4arc tan — — arc tan == аге tan 


a R eja 


1 3 
一 Sarc tan 了 了 十 2arc tan — 


4 79 


克拉 森 发 表 的 公式 是 


т 1 1 
一 一 — .Laretan 一 
n 2arctan 3^ arctan 7 


P 28 (Rutherford, 1798—1871) 发 表 的 公式 是 


= 一 4arctan 1 rctan lj, rctan 1 

4 5 den 5g Ta gg 

著名 的 高 斯 (K. F. Gauss, 1777—18550 的 公式 是 
Z = 3arctan ES + arctan + Larctan —.. 

4 д А 20 1985 

Ж (Z.Dase. 1804-—1861) 的 公式 是 

Pig 


л 1 d. 1 
1 = астап 2 十 arctan 5 -Farctan P 


过 去 曾 接 连 不 断 地 发 表 过 许多 类 似 的 公式 ， 绝 大 
是 反正 切 函 数 的 表达 式 。 也 有 人 像 牛 顿 那样 ， 使 


用 arcsinx。 


5.6 х 的 公式 和 展开 式 汇 总 


前 边 已 介绍 了 很 多 x 的 公式 和 展开 式 ， 把 它们 集 


中 在 一 起 加 以 比较 也 很 有 意义 。 以 下 是 整理 后 的 结果 。 
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C1) ЖЖЖЖ ОК TED (1673) 


1 1 1 1 1 
т=4 (1 3^5 7 十 


(2) 欧 拉 (已 用 计算 机 ) (1707—1783) 


е. 6 3- DI 25 7- y p 
1 
Tue EE 3 „к 


(3) ЖЯ б 


£ 4 5 
л = 12агсїап 4 十 4arctan 99 


《4) 5E (НІЖ) a708) 


2: A. SE 

z —16arctan 5 4arctan 239 
ЕЕ dd bend os 
15 Се 3.595. 5° Т.Б Т ) 

dedo i cd 1 


239 3-239 5-239 
(5) Ж (1620—1684) 


4 1 
一 一 1 十 一 
r 2 + 25 
2+“— 49 
2+ |81 
2 十 … 
(6) 牛顿 《收敛 快 ) (1642—1727) 
es d: 1 1、3 
x 2*3. 3° ST3.4-45- 2: 
1:3-5 
+; 4*6*7* УК” 5 
(7) 维 加 (1789) 
__ 1 _ 21 
z—16arctan z Barctan 155 十 4arctan —— 1393 


(8) 欧 拉 - 维 加 
和 一 20arctan 本 十 Sarctan 3 


79 
(9) Яй Ж (1847) 


х==8атсїап l -F4arctan i 
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(10) 高 斯 (777—1855) 


m= 12атсїап 于 十 4arctan 加 十 4arctan тәре 


(11) ЗА (1804—1861) 


E 
1985 


m= 4arctan 7 + 4агсїап B 十 4arctan 1 


8 
(12) 18 (1841) 


C 1 E 
z= ] багсіап 5 4arctan 707 4arctan 99 


(23) dX (1853) 


z= ?24arctan i +-arctan $ + 4arctan 218 


除 了 上 述 的 公式 和 展开 式 外 ， 以 下 的 公式 也 曾 在 


书 中 出 现 过 
(14) EX (1705) 
1 
е vhs F°) 
Q5) 斯 特 姆 
A. 1 cE 
z—24arctan 8 --Sarctan 57 Т 4arctan 239 


(16) 高 斯 { йз) 


m= 4&arctan 1+ 32arctan E —20arctan == 


1 
57 239 
(17) 54638 


Е 


(18) 牛顿 (1642—1727) 


SEI 1 1 


3-22 5.25 2.7。28 


+24 
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1*3 1*3*5 
2.3.9.20 2-*:3-4-11-2? 


(19) 欧 拉 (1707—1783) 


к=з аа-а 

江 户 时 代 的 日 本 数学 家 也 提出 过 x 的 展开 式 ， 但 
当时 的 日 本 还 没有 推出 算 用 数字 , .所 以 写 起 来 相当 困 
难 。 关 于 其 中 一 个 展开 式 的 作者 ， 说 法 不 一 。 有 的 说 
AE 3 30 Л, OK OS] UL ORO k Ë Ж, 不 知 该 相信 

下 面 的 公式 出 自 平 山 博 士 的 《圆周 率 历 史 }》 一 书 。 
当然 这 个 公式 已 采用 了 现代 数学 的 表现 
手法 。 

(200 AKRE (1692—1748) 


oL EP 12 • 32 
r—3 1 t178*4-6-8-10 


12 • 32 • 52 

*4*6-8-10-12* 14^ 7 
此 外 在 欧洲 还 发 现 有 下 面 的 展开 式 。 
(21) 欧 力 斯 (1656) 


(22) HE (1844) 
m= Áarctan i 十 4arctan l 十 4arctan A 
(23) Дип (1789) 


1 3 
хт —20arctan 7 十 8arctan 79 


l 1 
= arctan 3 十 4arctan 7 
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— l| 1 
一 8arctan 2 4arctan 7 
(24) ARE 
1l 1 1 
x= 32arctan 10 16arctan —— — 4arctan 一 -一 


515 239 
(25) ХЕ (1896) 


E 1 d. 
x= 88arctan 28 | 8arctan 143 


一 20arctan — 40arctan 


1 1 
1393 11018 
除 此 之 外 ， 还 有 许多 发 现 者 不 明 的 x 的 展开 式 ， 
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第 六 章 
rte Fe Ht 


6.1 &miEU BS MUTO 8 ЕИ 


正切 函数 是 一 tanz。 

前 边 也 已 叙述 过 正切 函数 ， 它 和 反正 切 函数 之 间 
有 什么 关系 呢 ? 

下 面 只 在 主 值 范围 内 研究 二 者 的 关系 。 

图 6-1 € y—tanz 的 曲线 图 。 图 6-2 是 y—tan "x 


(> 一 aretanz) 的 曲线 图 .这 两 条 曲线 关于 直线 y= = 对 
Ж. 


从 图 6.1 可 知 ， кав М3, тап —=1, tan = 
6 3 4 E 
= A 3 o 
М3 _ т м3 _ т 
因 此 ，tan 3 75$ (arctan 5 6 >), 
tan 11 =+ (агстап1 =, tan !4/ 3 


= x 
一 3 (arctan ~ з=) 
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utan x 


arctan x 


# 


图 6-2 


100 


ERr 和 值 的 展开 式 中 , 虽 有 arcsinzx ЯП arccosz, 4. 
arctanz 明显 偏 多 。 

在 他 们 的 基础 上 , x 的 近似 值 的 计算 由 起 始 的 计 
算 正 多 角形 周 长 , 发 展 到 利用 展开 式 。 借助 于 计算 机 ， 
使 用 展开 式 的 方法 ,使 x 值 的 位 数 猛 增 到 令 人 吃惊 的 
Ж Ж. 

其 中 ， 用 就 度 表 示 角 度 的 方法 比 用 度数 表示 角度 
更 有 效 。 能 想 出 这 种 方法 的 人 ， 实 在 很 了 不 起 。 


6.2 的 反正 切 函 数 的 展开 式 的 收敛 性 


ВТ е, я] 出 过 使 用 REH 函数 y=— arc tanz 的 x 
的 展开 式 。 例 如 ， 莱 布 尼 兹 公式 ， 或 叫 作 格 里 高 利 公 
式 就 是 利用 二 一 arc tanl 的 展开 式 


= 1,1 1,1 1... 
4 3 5 7 9 1l | 
但 该 展开 式 收敛 的 过 慢 ， 无 实用 性 。 
”实际 上 已 经 有 人 对 它 的 前 300 项 进行 了 计算 ,但 
算出 的 x 只 有 小 数 前 2 位 是 正确 的 ,这 与 2000 年 前 阿 


基 米 德 用 全 计算 的 结果 处 于 同一 水 平 。 
Mare tanl 所 得 的 欧 拉 公式 为 


11 
+ z < 


3 
重新 改写 后 为 


tp Gres] 


4.1... 1 1 1 | 
(z 3-239 5-239 7-289 * 


其 中 ， 马 庭 利 用 了 等 式 2arc tan + =arc tan i5, 


并 亲自 在 18 世纪 将 zt 值 正确 计算 到 100 位 。 

以 后 英国 人 山 克 斯 于 19 世纪 后 叶 利 用 马 庭 公式 
将 zz 算 到 707 位 。 在 好 长 时 间 这 个 结果 都 很 有 名 。 

如 前 所 述 ， 这 个 结果 在 战 后 用 计算 机 验算 后 ， 发 
现 527 位 前 是 正确 的 。 

山 克 斯 没有 使 用 计算 机 算 到 707 位 ， 而 且 有 500. 
位 以 上 是 正确 的 。 这 也 很 不 易 ， 想 必 付 出 了 很 多 的 努 
力 。 用 笔 计算 位 数 最 多 的 人 当 属 山 克 斯 。 

关于 707 位 的 佳话 是 作者 在 学 生 时 代 从 恩师 矢 野 
健太郎 博士 那儿 听 来 的 。 那 真是 惊人 之 举 。 

使 用 反正 切 函 数 的 zt 的 展开 式 有 无 限 多 个 ， 其 中 
实用 性 较 强 的 是 欧 拉 公式 和 马 庭 公 式 。 


63 分 数 分 式 及 繁 分 式 


为 了 计算 <， 除了 古 时 计算 贺 内 接 或 外 切 正 多 边 
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形 周 长 ( 将 其 多 边 形 的 边 数 做 的 非常 多 的 方法 ， 以 
及 微 积 分 出 现 后 的 展开 式 方法 外 ， 还 有 连 分 数 的 广 
x. 

为 了 说 明 连 分 数 ， 首 先 必须 从 分 数 说 起 。 

分 数 在 公元 前 就 有 了 ， 但 写成 现在 这 种 形式 并 不 
DPE ж, 

将 2 个 整数 a、b E (6520) 的 形式 。 这 种 形 
式 的 数 叫 分 数 ， 对 此 谁 都 清楚 。 

分 数 可 改 成 小 数 ,分 数 改 成 小 数 时 可 分 为 2 类 :有 
限 小 数 和 无 限 小 数 。 十 、 卫 、 十 等 成 为 有 限 小 数 ;而 
言 、 方 等 ， 除 到 哪 一 位 都 除 不 羡 ， 是 无 限 小 数 。 

由 分 数 转化 来 的 无 限 小 数 一 定 是 循环 小 数 。 当 将 
LERDEN, Tnpk, MEARE, EnA 


法 中 , 将 出 现 余数 相同 的 情况 。 因此 一 成 为 循环 小 数 


A2, A/3, е, т 等 数 不 能 明确 地 表示 成 也 的 形 
它们 的 近似 值 可 以 是 有 理 数 。x 的 近似 值 可 以 是 
、73， 但 这 些 值 不 是 x ЖШ. 

V3 不 是 分 数 ， 写 成 小 数 也 只 能 是 无 限 小 数 ， 这 
些 数 称 为 “无 理 数 ”。 可 以 这 么 理解 ,无 理 数 是 “ 没 法 
写成 分 数 形式 的 数 ”。 

开场 白 太 长 了 ， 下 面 介 绍 繁 分 数 。 
顺便 说 一 下 ,，“ 繁 ” 字 有 “多 ”和 “麻烦 ”之 意 。 


эн x 
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— 
— 1288038 3 O. om 
I+ Sa Ni 

1 十 2 2 十 3 


样 的 式 子 叫 “ 分 式 ”。 耐 将 一 形式 的 式 子 叫 作 “ 繁 
| 十 一 
DR”. 
当然 ， 其 中 只 含有 数字 的 叫 “ 繁 分 数 "。 含 有 字母 
时 中“ 繁 分 数 式 "。 
ERAR H, BEAMER LAC, TURR 
普通 的 分 数 ， 有 时 也 能 变 成 整数 。 
繁 分 式 也 可 改写 成 普通 的 分 式 。 如 
1 х 
z+ x (z+) 
接 下 去 说 明 “ 连 分 数 ”. 
分 母 含有 分 数 ， 该 分 数 的 分 母 又 含有 分 数 … 这 种 
小 连 不 断 用 分 数 连 楼 起 来 的 分 数 叫 作 “ 连 分 数 "”。 


例如 “一 2 十 一 一 一 就 是 连 分 数 。 
DEET 


4 十 … 
第 一 次 接触 连 分 数 的 读者 ,可 能 觉得 它 很 难 理解 。 
其 实 将 分 数 改 写成 连 分 数 是 件 非 常 简 单 的 事 。 看 下 面 


例如 ， 将 人 3 改写 成 连 分 数 。 


БШ; 
xz’ +i 


73 30 30 1 1 13 1 
由 于 要 一 1 十 43， 43 43 ,,13' 30 30 — 
30 30 13 
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6.4 x 8&2 
明白 了 和 连 分 数 ， 下 面 介 绍 用 和 连 分 数 表 示 的 x 的 展 
TX. 


1+ i 
loi 


下 面 像 玩 儿 似 的 ， 有 数值 的 地 方 ， 一 步 步 改 成 分 
数 加 以 计算 ， 看 看 结果 如 何 。 
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22 
2 

、、 1 1 15 
|'— Wi = = —— == — 
二 一步 则 成 为 x 一 3 十 T 3 十 106 一 3 十 106 
15 15 


со 


起 始点 是 r 一 3 十 也 一 


一 3.14150……- 


再 下 一 步 x 一 3 十 一 一 一 一 3. 14159292--- 
7 十 


15+ 
接 下 去 r 一 3 十 1 1 — 3. 141592653--- 
TE 1 — 
154- i 
1+ 555 
就 这 样 严 的 近似 值 逐 步 人 靠近 真 值 。 


此 和 连 分 数 是 瑞士 的 数学 家 兰 伯 特 (J. H. Lambert, 
1728 一 1777) 发 表 的 。 

顺便 再 写 一 个 x 的 连 分 数 ， 英 国学 士 院 首 任 院 长 
布 伦 凯 陆 (1620 一 1684) WARAK (Ј. Wallis, 1616— 
1703) 的 质疑 中 出 现 过 这 个 连 分 数 ， 如 下 式 。 


沃 利 斯 是 最 早 用 解析 法 研究 xx 的 英国 人 ， 他 被 称 
为 “代数 之 父 ”。 据 说 ， 他 在 15 岁 时 ， 对 其 兄 手 里 数 
学 书 中 的 那些 符号 很 感 兴趣 ， 就 一 口气 把 那 本 书 读 完 
T. 
他 毕业 于 剑桥 大 学 , 是 牛津 大 学 的 教授 。 那 时 , 币 
Л. CR. Descartes, 1596—1650) 出 版 了 一 本 解析 几 
何 的 书 ， 深 奥 难 懂 。 为 此 沃 利 斯 出 版 了 《无 限 的 算 
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术 》， 对 笛 卡 儿 那 本 书 作 了 简单 系统 的 阐述 。 


A. 


在 沃 利 斯 的 这 本 书 中 首次 出 现 x ERRERA 
该 公式 非常 有 趣 ， 写 在 下 面 。 
х_2 2 4,4,6, 6,8,8 


2 1 3 3 5 5 7 7 97 
此 式 是 从 二 项 式 定理 推导 出 来 的 ， 若 利用 现代 的 


积分 公式 ， 它 不 就 和 


定 积分 | Vi 一 zidz 一 于 


完全 相同 了 吗 。 


因为 这 里 出 现 了 定 积分 的 符号 ， 那 么 就 稍微 对 定 


积分 加 以 说 明 。 


- 


大 部 分 读者 想必 对 此 已 很 清楚 ， 但 因为 还 有 人 不 


清楚 ， 在 此 简单 介绍 一 下 。 


F(-—fGOW, 
FG) [fGodz--CC 为 常数 ) 
Au 6-3 所 示 ， 
5 =| fdz 
Е (Ы) Еа) 
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这 样 的 积分 称 为 “ 定 积分 ”, 在 前 面 所 讲 的 不 定 积分 中 ， 
将 积分 常数 C MEX F (а), Е Go 置换 成 已 (5) 
就 成 了 这 个 定 积分 。 

将 此 称 为 函数 (zx) 的 “从 a 到 的 定 积分 ”。 此 
从 a E| 5 的 定 积分 的 值 是 曲线 y=/ (z) 5 z 轴 及 直 
8 х=а, 1=ь 所 围 面积 。 

X Hab dE "EF GO Аа 到 5 积分 (准确 地 
说 是 定 积 分 ),” 将 a 称 为 “下 端 ”或 “下 限 ”，5 为 
“上 端 ” 或 “上 限 ”。 不 用 说 , 这 是 由 积分 号 | 的 上 面 写 
bp， 下 面 写 a 而 引出 的 术语 。 


6.5 Фет] ант. 


A S=r 求解 半径 为 > 的 圆 面积 S。 这 个 公式 大 
家 很 熟悉 。 
若 半径 取 为 时 
S=rX 1° =r 


EJ. ФХР, 22: — B 8 f 


A 
4? 


在 此 使 用 定 积分 。 设 半径 1 的 士 图 面积 为 S， 则 
s=|[~ l> rdar 
ic £ E] ЯШ 27 2g ty =l, P PL 
x= VI 
使 用 置换 积分 法 ， 设 r--sint 时 ， 
dx=cost dt 
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Ш 20 В, 4=0, Ш х1 B, а=. BA 


1 t. 
S -=Í ^1 а= | 1 一 sin2 cost dt 
0 | 


= [соз a= |: (14-cos2£) dt 
0 


0 


10061) 


=z (| 于 二 二 sin -| 0- sino] | 
SERRE 


若 去 掉 过 程 ， 只 写 出 结果 ， 则 有 
[а= 1 


此 式 左边 是 求 半径 为 1 的 十 图 面积 的 定 积分 ， 有 


边 是 此 圆子 面积 值 。 二 者 直接 用 等 号 相连 ， 下 式 也 成 
У; 


1 
z=4| м1— жах 
Q 


在 没有 发 现 这 样 的 积分 式 时 ， 沃 利 斯 用 二 项 式 定 
理 成 功 地 发 现 了 下 列 的 公式 : 
2.2, 4. 4 16.6: 
1+3+3+5+5*5 7... 
那 时 ， 牛 顿 和 莱 布 尼 兹 还 没有 发 现 积 分 计算 法 。 

应 该 特别 指出 , 沃 利 斯 用 无 限 乘积 表示 =, 与 阿 基 
米 德 等 人 通过 正 多 边 形 计算 x 的 方法 完全 不 同 。 它 是 
一 种 新 观念 的 尝试 。 


х==2х 
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66 ВЕЕ Н x 


反正 切 函 数 可 表示 为 
arc tanz— У) С— 1)" ME (|< |=<1) 
п=0 2—1 
将 此 式 展 开 


1 3 5 
arc tanx = CD T (—1)! $t (—1)° $t 


х? 


жї a 272° 
Se 3ts 7tot 
ЖЕФ х=1, Ш 
arc їап1 — 1 Ld 7 十 二 十 … 


图 6-4 ”收敛 惕 计算 难 度 大 


因 tan {L 则 атс ап1= 2, 


Z; dq l Lad 
4 一 1 3*5 7 十 9 十 
m ШС О БТУ ouo 
 л==4 (1 35 7 十 9 十 ) 
利用 求 和 符号 > ， 则 有 
_ SAC 
43420. 


此 式 称 为 “ 莱 布 尼 兹 级 数 ” 或 “ 格 里 高 利 级 数 ”。 
但 ， 如 前 所 述 ， 其 收敛 性 欠 佳 ， 在 实际 计算 或 用 计算 
机 计算 时 ， 很 少 使 用 这 个 级 数 。 

据说 ， 有 位 叫 多 拉 哥 尼 的 人 使 用 过 此 公式 计算 z. 
他 说 “要 得 到 100 位 正确 的 值 , 要 计算 10” 以 上 的 项 。” 


67 欧 拉 展 开 


莱 布 尼 效 - 格 里 高 利 公 式 简单 , 前 面 提 到 的 马 庭 公 
式 也 简单 ， 并 可 用 于 计算 机 。 

但 不 管 怎么 说 ， 欧 拉 公 式 (参阅 $5.6) Ж, Ж 
在 用 的 也 多 。 


图 6-5 欧 拉 (1707—1783) 
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使 用 欧 拉 公 式 计算 z 的 近似 值 很 有 趣 。 让 我 们 也 
来 试 一 下 。 


H тап + = 1=earc tan1 一 工 


4 

由 此 有 

л 1 1 1 1 

a 2 3-2#'5-.2 7. 2 

1 1 
*3 3-S 5.3 7.877 
将 此 公式 写 的 再 长 一 点 
п] 1 1 1 1 1 


1 1 , 1 1 . 
十 3 3. 33 5. 3° Lats 3° 11. ЕШШ 
若 计 算 这 人 么 多 项 ，z КУАР 


z l 1 1 1 1 .. 
4 2 A i 896 4608 22528 ^" 
1 1 1 1 1 
ta 81 1215 15309 177147 
EDEN 
— 1948617 T 


220. 5— 0. 04164-0. 00625 — 0. 001116071 --- 
— 0. 0000443892». 4-0. 3—0. 012345679*-- 
+0. 00082304--: —0. 0000653210*-- 
十 0. 000005645-*- 

—0. 840412018:… 一 0.0552381268.… 

一 0.7851638912…: 

.区 一 4X0.7851638912… 

一 3. 1406539648--- 


当然 ， 各 行 的 第 一 项 之 和 是 
1,1,1,1,1,1 
2'3*'*4*8' 65757 

正 项 之 和 随 项 数 增多 而 变 大 ,前 7 项 之 和 是 


0.5 十 0.3 十 0. 25 十 0.2 十 0. 16 十 0.14 2857 


一 1. 592856…' 
п= 4х1. 592856- =6. 371424… 
从 而 ， T 的 值 


3. 1406539648--- —— 6. 371424--- 

由 此 看 出 , 即使 取 小 数 点 后 6 位 或 9 位 ,x 的 近似 
值 也 在 阿 基 米 德 计算 范围 内 ， 与 的 真 值 差 得 远 呢 

RARR, 有 的 古人 毕生 计算 x, 付出 了 极 大 的 努 
力 。 
有 个 传说 ， 过 去 有 人 不 知 用 了 哪个 公式 ， 在 1 个 
小 时 内 将 x 的 值 计 算 到 20 位 。 果 有 其 事 吗 ? 谁 也 说 不 
TÉ. 


6.8 用 牛顿 公式 计算 x 


上 节 我 们 使 用 欧 拉 公式 计算 了 的 近似 值 ， 得 出 
的 结果 比 公元 前 阿 基 米 德 的 还 差 。 
古人 韧性 强 ， 计 算 时 肯定 取 不 少 的 项 。 
下 面 我 们 利用 牛顿 公式 ,看 看 会 出 现 什么 样 结果 。 
z l, 1 .1, 1:3 .1 


6 22-3 2 2-4-5 2 
1.3-5 1 
трева 
这 就 是 牛顿 公式 。 
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Y x = КЛ аге sinr 的 展开 式 ， 就 得 到 牛顿 公 


л 1 1 d. 
6 2'6.8 "RET 0% 33 F 1680 t 
=1 д 3 15 
2 ^48 1280 ' 215040 


—0. 5+0. 02083… 十 0. 000069754. --- 

— 0. 520903087… 

2. ж =6 X 0. 520903087--- 

一 3. 125418522- 

据说 , 牛顿 "PTT ПАА, ПЕЙЖ, 
收敛 得 也 很 快 。 

但 现代 利用 计算 机 计算 工时 ， 多 用 殉 拉 公式 和 马 
庭 公 式 ， 这 其 中 程序 设计 的 好 坏 很 有 关系 ， 因 此 必须 
在 设计 上 多 下 功夫 。 
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第 七 章 
IEEE че TU SX D == SE 


71.1 z 的 位 数 与 近似 程度 


x 的 值 就 这 样 在 红 度 法 方向 上 发 展 下 去 ,可 能 在 
某 个 没有 料 到 的 地 方 得 到 应 用 。 

最 近 人 们 似乎 认为 强度 法 的 利用 价值 比 x 的 近似 
值 更 有 分 量 。 

x 有 许多 近似 值 ,但 不 论 怎么 说 ,有 代表 性 的 是 以 
TER. 

小 数 3. 14.3.1416 fp e 09, 

KAE 1930 年 ,日 本 的 小 学 生 就 熟悉 这 几 个 值 。 

下 面 分 析 这 4 个 x 的 近似 值 及 其 近似 程度 。 

因 分 数 容易 换 成 小 数 , 所 以 先 将 分 数 化 成 小 数 。 

用 7 22, 225 ЗА. 


22.23, 14285714-- —3. 142857 
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根据 作者 的 计算 ,车 除法 做 得 没 错 的 话 ,333 将 成 


为 下 面 的 循环 小 数 ， 


= =3. 141592920353982300884955752212389380530 


9734513274336283185840707964601769911504424778761 
061946902654867256637168 


因此 有 下 边 的 不 等 式 


355 22 
3. 141123. 14167 


此 处 ,3.14 正确 到 小 数 点 后 2 5,3. 1416 正确 到 
小 数 点 后 3 位 。 


而 党 正确 到 小 数 点 后 2 位 。 


在 这 几 个 的 近似 值 中 ,让 3 正确 到 小 数 点 后 6 
位 。 因 此 ,也 就 容易 理解 为 什么 欧洲 多 用 此 分 数 。 

当 使 用 3.14 和 3.1416 时 ,作为 近似 值 ,后 者 的 正 
确 位 数 只 不 过 比 前 者 多 一 位 。 

从 误差 理论 的 角度 来 考虑 ,3.14 是 比 x 小 的 近似 
1E , Лт = 0. 0015926535, 3. 1416 Æ k r KAARE, 
Ar 一 0. 0000073464, 

此 处 Ar Ж x 的 绝对 误差 。 

也 就 是 说 ,3.14 的 误差 大 约 是 1.6%( 千 分 之 
1.60,3.1416 的 误差 在 十 万 分 之 一 以 下 ;因此 用 
3.1416 № 3. 14 好 。 


而 在 xxz]1 5 时 ,这 是 个 比 关 大 的 近似 值 ,Ar 
0. 00000026676… ,其 误差 在 百 万 分 之 一 以 下 。 
- л 大 ,Ax 二 0.00126449…, 误 差 大 约 是 1%， 
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这 好 像 是 说 全 的 坏话 ,即使 往 好 里 估计 ,误差 也 有 


2 d. 
1000 500° 
399 ER л IR KE B E UR , 
Balac ADRENAL IURE. 


7.2 发 现 299 的 人 


在 欧洲 ,133 是 使 用 较 多 的 天 的 近似 值 。 如 前 所 
ik. 37 л 的 真 值 ,误差 小 ,是 x 的 最 好 的 近似 值 。 


如 前 边 所 计算 的 那样 ,113 化 为 循环 小 数 时 ,实际 
上 循环 节 达 到 112 位 。 
在 无 限 小 数 中 ,有 有 理 数 和 无 理 数 之 分 有理数 是 


可 以 表示 成 Ca 都 是 整数 ,8 天 0) 形 式 的 数 。 无 理 数 
不 能 表示 成 分 数 的 形式 。 

无 理 数 中 ,有 像 2 .- 3 那样 ,在 开平 方 时 ,无 
限 继续 ,而 且 所 得 的 平方 根 是 无 规 的 (没有 顺序 ) 数 。 也 
有 自然 对 数 的 底 (e 二 2.7182818284590452353…) 和 图 
周 率 (x 二 3. 14159265358979323846…)。 

REK т 称 为 超越 数 ( 参 看 第 4 章 )。 它 既 不 是 有 
理 数 ,又 不 是 代数 无 理 数 。 


JR Er т). ORDEI SS) 


近似 值 的 人 是 中 国 古 代 大 数学 家 祖冲之 。 
那 是 在 公元 6 世纪 , 它 比 欧洲 发 现 的 时 间 早 10 个 
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世纪 。 | 

按 作者 的 想像 ,估计 不 会 是 古 印度 的 数学 家 发 明 
后 再 传 入 中 国 。 

16 世纪 欧洲 发 现 的 近似 值 1 ,这 点 是 可 信 的 。 

那 时 ,欧洲 与 东方 ,特别 是 与 中 国 通过 丝绸 之 路 以 
及 海路 来 往 密切 。 

还 有 一 种 说 法 A. ЖУ 5 BE O527—1607) 认为 用 


分 数 表示 圆周 率 应 在 记 6 与 24 之 间 。 将 这 两 个 分 数 的 


分 子 与 分 子 相 加 ,分 母 与 分 母 相 加 ,就 得 到 113。 
分 母 之 和 是 106 十 120 一 226, 分 子 之 和 是 333 十 
377 一 710, 所 以 rz228 此 分 数 的 分 子 与 分 母 都 是 偶 


Р > у 395 
数 , 用 2 约 分 , 则 成 为 ]13。 


此 事 使 人 觉得 有 点 太 微妙 了 ,真是 这 样 的 吗 ? 


如 前 所 述 ,我 们 坚信 ,3 是 x 的 最 好 的 近似 值 ， 


7.3 7 是 公元 前 的 x 应 取 多 少 位 ? 


即使 在 今天 ,伐木 工人 也 是 测量 长 在 地 上 的 树木 
的 周 长 , 除 以 3 后 ,预测 树 的 直径 。 

这 与 公元 前 圆周 率 取 为 3.3 方 .3 lema. 8 
算 因子 的 位 数 ,结果 不 受 影响 。 因 此 ,圆周 率 的 近似 值 
无 论 多 么 正确 ,意义 不 大 。 


以 前 用 计算 尺 设计 的 机 械 运 转 很 好 ,即使 今天 也 
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仍 在 运转 。 

在 计算 尺 中 ,开头 数字 为 1 ue iX C 位 数字 。 开 
头 数字 为 2 一 9 时 ,可 读 取 3 位 数字 。 

计算 尺 是 一 种 应 用 以 10 为 底 的 常用 对 数 的 计算 
工具 。 在 轻便 式 小 型 计算 机 (台式 电子 计算 机 ) 出 现 以 
前 ,设计 者 完全 依赖 计算 尺 。 

但 是 , 妆 人 类 进入 人 造 卫 星 和 宇宙 飞船 的 时 代 , 堪 
的 近似 值 没 有 达到 一 定位 数 的 话 , 后 果 将 不 堪 设 想 。 

在 计算 机 发 明 以 前 ,人 们 是 依靠 作为 计算 尺 基本 
原理 的 对 数 进 行 天 文学 方面 的 计算 的 。 这 些 计算 使 用 
7 位 对 数 表 。 

但 对 一 些 普 通 计 算 , 把 x 取 为 3.14 或 3.1416 也 
就 足够 用 了 。 

即使 在 使 用 计算 机 的 现代 ,x 的 位 数 还 在 逐渐 增 
多 ,其 中 不 乏 惊 人 之 处 。 


7.4 计算 机 使 x 的 位 数 延 伸 


从 公元 前 直到 19 世纪 ,x 的 位 数 没 有 太 大 的 变 
化 。 由 于 计算 机 的 迅速 发 展 .x 的 位 数 得 到 延伸 。 

我 们 来 看 看 延 什 了 多 少 。 

开始 使 用 计算 机 计算 x 是 1949 年 ,x 的 位 数 达 
2037。 当 时 用 的 计算 机 是 很 有 名 的 真空 管 式 ЕМАС 
机 。 使 用 这 种 计算 机 始祖 算 一 次 要 70 多 小 时 。 

当时 应 用 按 蕊 庭 公式 


1 Bu 

z-16arctan 5 Датсїап 239 
设计 的 程序 。 
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接着 ,1958 年 ,x 被 计算 到 1 万 位 ,1959 年 计算 到 
16167 位 。1961 年 计算 到 10 万 位 ,以 后 仍 不 断 更 新 记 
录 ,1966 年 达 25 万 位 ,1967 年 增加 到 50 万 位 。 

1988 年 3 月 日 本 使 用 巨型 计算 机 获得 了 以 亿 计 
位 数 的 的 近似 值 。 它 是 由 东京 大 学 金田 康正 先生 作 
出 来 的 。 此 结果 列 在 表 7-1 的 最 下 行 。 


表 7-i 朋 计 算 机 算出 的 x 的 近似 值 
CA 符号 代表 正确 位 数 ) 


计算 机 型 号 位 ж 
ENIAC A 2,037 
NORC | 3,089 
PEGASUS 英国 1957 4 7.480 
ІВМ-704 | 法 国 1958 10,000 

» ” | 1959 16,167 
IBM-7090 英国 20,000 

^ i 美国 | 1961 100,265 
IBM-7030 法 国 1966 250,000 
CDC-6600 法 国 1967 500,000 
HITAC-8800 7T 日 本 1974 105,000 
CLAY-2 美国 1986 29,360,000 
SX-2 日 本 133,550,000 
HITACS-820/80 日 本 201,326,000 


另外 ,有 报道 说 ,1989 年 6 月 ,美国 哥伦比亚 大 学 
一 个 小 组 计算 的 近似 值 达 4 亿 8 千 万 位 以 上 ,详情 
和 参阅 8$7.7, 总 之 记录 还 在 不 断 刷新 。 
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7.5 追溯 到 公元 前 


为 什么 x 的 位 数 的 竞争 会 持续 不 断 缉 ? 
AGER r з MAR 3 T. 

这 是 因为 分 数 在 远古 时 期 就 已 诞生 了 。 
如 前 所 述 , 阿 基 米 德 认为 值 应 在 如 下 范 轩 


十 书 中 也 有 人 写 过 x 二 3。 这 和 前 边 说 的 伐木 工人 
用 3 去 除 树 围 求 树干 直径 是 一 样 的 。 

在 那 时 , 谁 也 没有 竞争 的 意识 。 

但 是 , 当 小 数 发 现 之 后 ,在 的 位 数 方面 的 竞争 也 
就 开始 了 。 这 样 分 析 , 不 是 很 恰当 吗 ? 


7.6 小 数 的 发 现 和 斯 莫 文 


关于 小 数 的 发 现 者 ,并 不 怎么 清楚 。 一 般 认为 是 荷 
兰 的 S. 斯 蒂 文 (1548 一 1620)。 

此 人 在 商店 工作 ,到 过 普鲁士 和 波兰 。 并 担任 过 荷 
兰 和 军队 的 会 计 。 这 些 已 在 前 边 提 过 ,他 于 1585 年 出 版 
了 有 关 小 数 的 书 ,在 书 中 ,237.578 X5 X 23710507 
@@8 加 , 书 中 还 讲 了 小 数 间 加 、 减 、 乘 , 除 , 即 有 关 四 则 运 
算 的 方法 。 

与 几何 学 相 比 ,代数 学 发 展 的 较 晚 。 同 样 ,小 数 的 
发 现 就 更 晚 了 。 

据说 ,最 早 承 认 存 在 有 负数 ,或 者 在 整数 .分 数 和 
小 数 之 外 还 有 其 它 数 的 是 印度 人 。 
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负数 是 与 正 数 关 于 0 相对 称 的 数 。 与 1 对 称 的 是 
— 1, 对称 于 2 的 是 一 2。 
参阅 图 7-1 的 数 轴 , 就 更 清楚 了 ， 


图 7-1 
因为 小 数 是 由 分 数 变 来 的 ,所 以 正 的 真 分 数 转换 
为 正 的 小 数 ,这 些小 数位 于 数 轴 的 0 与 1 之 间 。 
另外 , 负 的 小 数 是 位 干 0 与 一 1 之 间 的 数 , 它 们 是 
负 的 真 分 数 变换 来 的 。 
与 带 分 数 相 类 似 , 带 小 数 是 整数 与 小 数 相 加 的 数 。 


inl = 0. 5, + = 0.2, у, =0. 1, ЖЖЖ 


的 另 一 种 表示 形式 而 已 。 

分 数 出 现 的 很 早 , 在 公元 前 就 有 了 ,但 小 数 很 晚 才 
出 现 , 其 性 质 研究 得 很 透彻 。 

斯 蒂 文 将 小 数 总 结 归 纳 并 写 书 出 版 已 是 16 让 纪 
后 半 叶 的 事 了 , 距 今 大 约 400 +. 

当然 ,在 此 以 前 也 有 人 研究 过 小 数 。 印 度 很 早 就 承 
认 存 在 小 数 ,虽说 发 现 了 印度 .阿拉伯 数 字 ( 算 用 数 
字 ) ,但 没有 听 说 过 将 128. 567 写成 现在 这 种 形式 。10 
世纪 以 后 ,欧洲 普及 印度 。 阿拉 伯 数 字 , 但 如 果 看 一 下 
斯 蒂 文 早期 记 数 法 ,对 这 种 状况 也 就 清楚 了 。 

日 本 江 户 时 代 后 期 ,将 128.567 称 为 一 百 二 十 八 
和 五 割 六 分 七 厘 。 与 斯 蔓 文 记 数 法 有 相似 之 处 。 

现在 看 来 , 那 时 对 负数 与 小 数 之 闻 的 关系 ,肯定 理 
解 得 不 像 今天 这 样 清楚 。 
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在 古代 数学 中 ,小 数 也 是 10 进位 的 。 秘 1 dom 


0.1 “A , 称 -65 一 0.01 为 分 ”， EN 0. 001 为 
é ”> _ 1 é“ 55 _ 1 | — 
E", * 10000 = 0. 0001 Jj * €", € WE 即 100000 一 


0.00001 39“ £”, ETE MEA A88 
忽 、 微 . 纤 . 尘 、 埃 、 渺 、 漠 等 。 比 它们 更 小 的 单位 为 模糊、 
LI АЖЕ BES ЕЕЕ ЕЛЕ ЖЕ: ЖЕЕ ЖЕ Ж 

毛 是 万 分 之 一 , 系 是 10 万 分 之 一 , 忽 是 百 万 分 之 
一 , 纤 是 人 忆 分 之 一 , 渺 是 1 万 亿 分 之 一 。 

在 排列 出 这 些小 数 单位 之 后 ,上 顺便 也 列 出 现在 日 
本 国家 预算 和 人 口 增加 等 方面 出 现 的 大 数目 的 单位 ， 
也 许 会 有 参考 价值 。 

在 日 本 有 ,一 、 十 . 百 . 千 、 万 、 十 万 、 百 万 、 千 万 、 一 
HEFE L AK ЭК. Е. Е. LE Tt 
京 、 百 京 、 千 京 。 

如 大 家 所 知 ,日 本 的 大 的 单位 是 万 进位 ,欧美 是 千 
进位 ,从 1 (опе), 10 (ten), 100 Chundred) , 1000 (thou- 
sand) £| 100 万 成 为 1 3k,Cmillion) ,10 亿 成 为 1 3 Cbil- 
lion). 

也 就 是 说 ,在 日 式 表示 中 ,每 4 位 加 一 分 号 (，) ,而 
欧美 式 表示 ,是 每 3 位 加 一 分 号 (,)。 

上 顺便 写 一 下 比 千 京 大 的 单位 。 它 们 也 是 10 进位 ， 
AAAA AR ERRE. 

在 距 今 700 年 前 ,中 国 元 朝 数 学 家 朱 世 杰 著 ( 算 学 
启蒙 》 一 书 , 书 中 写 明 , 极 的 后 面 有 恒 河 沙 、 阿 僧 只 、 那 
由 他 、 不 可 思议 .无量 . 大 数 ( 或 无 量 大 数 ) 等 名 称 复杂 
的 更 大 的 单位 。 
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因 这 方面 内 容 较 复杂 , 故 列 成 表 7-2。 
表 7-2 单位 的 印度 命名 法 


| 
| 


moa d om = 


nic 


an 


E: 
E 
B < 
Ж 
ai 


水: e SER А E T 


w 
> 


js Же Яй 
1: 


* 


Мь Süs 要 > Шо RA Sé? Ri 


ты 
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在 表 中 将 10 称 为 “分 ”而 不 是 “市 ", 完 竟 哪 一 个 
正确 ? 
表 中 将 单位 名 称 与 现代 的 10" 形式 加 以 比较 , 读 
者 见 了 较 易 理解 。 
1 


表 中 10: 当然 是 10X 10X 10—1000,10 '= = 
_1_ 
1000? 

这 样 x 的 近似 值 3.14 就 成 为 3 和 1 分 4 E. 
3.1416 为 3 和 1 分 4 厘 1 毛 6 系 。 

照 此 法 读 ххл=3. 1415926535 则 变 为 “3 和 1 分 4 
厘 1 毛 5 系 9 忽 2 微 6 纤 5 沙 3 尘 5 埃 "。 显 然 , 在 小 
数 的 每 位 后 面 加 上 单位 名 称 , 读 起 来 很 麻烦 。 因 此 在 日 
本 ,小 数 “ 直 读 为 3 点 1415926535”。 

据说 大 数 和 小 数 的 单位 是 从 印度 佛教 经 荐 中 传 下 
来 的 。 

其 中 “ 恒 河 沙 * 是 代表 印度 大 河 恒 河 的 沙子 的 数 
H. 

1 极 代表 1 БКЖ 48 个 0 的 整数 。 

在 航天 时 代 芍 今天 ,再 大 的 数 也 能 用 指数 很 简单 
地 表示 . 

在 暗 本 国家 预算 中 ,日 水 单位 * 兆 ”已 不 大 够 用 . 快 
要 用 到 日 式 单位 “* 京 ?了 ,按照 这 种 节奏 走 的 话 , 可 以 预 
测 , 到 21 世纪 会 用 更 大 单位 。 

m.e. 2 3 等 是 无 限 不 循环 小 数 ,都 是 无 理 

将 分 数 分 改 成 小 数 ,2 除 以 5, 除 不 净 时 ,成 为 循环 
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小 数 。 如 前 所 述 ,地 和]33 也 是 循环 小 数 。 


不 论 分 母 多 大 ,全 Ga 除 以 n, 除 不 净 时 ) 这 样 的 分 
Ж.Ж л 次 寺 会 出 现 相 同 的 余数 ,因此 成 为 循 
环 小 数 。 

这 种 由 分 数 转化 来 的 无 限 小 数 是 “有 有理数 ”。 

稍微 离 题 ,顺便 指出 ,~ 2 .~ 3 .x 等 可 用 谐音 畏 
助 记 忆 。 

下 面 写 出 将 循环 小 数 写 成 分 数 的 方法 ,这 与 x 没 
什么 关系 。 


234—2 232 116 
990 990 495 


0. 234341- —0. 234 = 


3 1.21 
2. 3 一 2 十 0. 3 一 2 十 9 一 一 2 十 本 一 2 g 
5 4 -—3 2 —1 0 1 2 3 4 5 6 
— n Y > n,  NI"-LTV 
V? /3 ет x 
| -08 -06 -04-02 0 02 04 06 08 1 
-0. 0.1 х 


0.1 -008 -006 -004 -0.02 0 002 004 0% 008 01 


图 7-2 
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7.7 用 于 计算 机 的 展开 式 


大 约 在 40 年 前 ,开始 用 计算 机 计算 x 值 。 当 时 使 
用 马 庭 公式 : 


1 d. 
7 -16arctan 5 4arctan 239 


在 距 今 400 年 前 的 荷兰 , 卢 多 夫 将 x ERI 20 
位 ,这 正 值 日 本 江 户 时 代 的 初期 。 

中 间 跨 越 350 年 ,z 值 的 位 数 从 20 位 一 下 子 猛 增 
到 2000 位 。 

大 约 在 100 年 前 ,已 计算 到 707 位 (实际 上 527 位 
以 前 是 正确 的 )。 在 1873 年 ,是 由 山 克 斯 完成 的 。 

以 后 又 重新 完善 了 展开 式 。 现 在 使 用 下 式 ， 


— 1 1 d. 
х= 24arctan 8 十 8arctan 57 | 4arctan 239 


使 用 此 公式 ,x 的 近似 值 正确 位 数 可 达 10 万 位 以 
上 。 提 出 这 个 展开 式 的 人 ,估计 参考 了 先辈 们 的 许多 展 
开 式 。 

最 近 ,z 的 位 数 延 伸 得 很 快 ,已 超过 10 亿 位 。 

1989 年 7 月 ,日 本 金田 康正 先生 将 的 近似 值 计 
算 到 5 亿 3687 万 位 。 同 年 9 月 哥伦比亚 大 学 达到 10 
亿 1119 Z 6691 位 。 同 年 11 月 金田 康正 先生 计算 到 
10 亿 7374 万 位 。 就 这 样 , 吉 尼 斯 记录 快速 地 改写 着 。 
| 也 许 有 人 会 问 , 有 什么 必要 增加 这 么 多 位 数 ?至 少 

z 的 近似 值 的 计算 在 研究 计算 机 的 性 能 方面 是 相当 合 
适 的 。 其 原 习 在 于 它 的 展开 式 允 许 计 算 到 任意 位 数 。 
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7.8 展开 式 中 反正 切 的 有 效 利用 


T £f Ep dU. RD E ORO arctanr 的 展开 
A. ТШ А mp В. 

讲 一 下 作为 其 基础 的 三 角 ЖРК Я Ж.Ж 
синче. 


Rd Co sr ZL, 
dy 
三 角 函 数 中 最 重要 的 公式 是 
sin20--cos20-=1,tan0-= sinĝ 
cos? 
商 的 导数 是 
[E | Лбх) . gG) —g' (z) . f) 
gl) {gCx)}? 


利用 以 上 这 些 基 本 性 质 , 可 将 y 一 arctanz 微分 。 


由 y 一 arctanz 得 zx 一 tany， 


dy _ 1 _ dl 
dr dx dtany 
dy dy 


dtany d ѕіпу 
dy dy созу 
(siny)' * cosy — (cosy)' • siny 
m cos? y 
cosy * cosy — (siny) . siny 
cos? y 
.cos'y-siny y siny 


cos? y cos?y 


一 1 十 (Sin2 )? 一 1--tan?y 
COS у 
一 1 十 z2? (—осо<л< осо) 
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将 以 上 结果 归纳 为 


; 1 
(arctanz) = тру (—oo« r« оо) 
В Са") ил, 可 得 
(arctanz)"— (1 Ex) LÉ-—(414z2)7?-2. 
х 
一 27 
(Ox? 
(arctanz)" — —2(1-4- 22) ?-E (—2) (42 E p) 7? 
(+20) (-- 2) 
ж? 
Gs du SE 
这 样 接连 不 断 地 微分 
4"атс tanx 
алх" 


= (пи —1)1 cos"y ° sinn Су = 2 ) (у=агс tanz) 


= (n—1)! cos'arctanz * sinn (arc ќапх 2) 
2 


其 中 ?一 arctanz 是 正切 z 的 主 值 ( 角 )。 
使 用 求 和 符号 >，，, 可 将 arctanz 的 展开 式 写 为 


arctanz— 2 ( р" ж” +1 (|х|&®1) 
ERER, 
1 3 5 
manO eoo giong 
3 e z” 
十 (一 1) ze .十 (一 1) Aut 
— m "n .. p rU. 
== y +$ t eHO 


7*9 11°” 
NM 
— 
CD al 


使 用 求 和 号 时 , 则 上 式 就 是 有 名 的 莱 布 尼 兹 。 格 里 高 
HAR: 

TÈ E 

WANE КУЕ. КОҢ, £ L 2 Ei 
收 伊 快 的 马 庭 公 式 或 欧 拉 公 式 。 不 管 是 用 笔 , 还 是 用 计 
算 机 ,这 两 个 公式 算出 的 x 的 位 数 都 有 很 大 增加 。 

但 是 算 到 50 项 或 100 项 ,已 相当 过 分 。 

远古 时 期 ,用 圆 内 接 正 多 边 形 计算 圆周 率 ,据说 边 
数 取 到 2"。 若 用 对 数 计算 22 ,对 xz 一 28 两 边 取 对 数 ， 

logioz 一 30logio2 一 30X0. 3010 — 9. 030 
HERAA х. x—1,070,000,000, 2 £ # E 10.7 

由 此 看 来 ,无 论 用 笔 , 还 是 使 用 计算 机 ,展开 式 项 
数 可 无 限 增多 。 用 计算 机 计算 时 ,大 约 要 计算 几 十 亿 
A. 

另外 ,计算 机 采用 2 进 制 ,要 用 10 进 制 显示 计算 
结果 ,也 需 花 不 少时 间 。 
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7.9 2 进位 法 和 计算 机 的 普及 


我 们 日 常 使 用 的 印度 。 阿拉 伯 数 字 ( 算 用 数字 ) 是 
*10 进 制 ”, 或 “10 进位 ”数字 。 

这 种 数字 使 用 从 0 到 9 十 个 数字 。 无 论 多 大 或 多 
小 的 数 , 都 可 用 这 10 个 数字 表示 。 

而 且 ,10 进位 数字 可 表示 从 负数 到 小 数 、 分 数 的 
一 切实 数 ( 有 理 数 和 无 理 数 )。 还 可 表示 a 十 bi 那样 的 
EX. qp: 称 为 “虚数 单位 ”,i? 二 一 1,i 二 ~/ 一 1。 

印度 。 阿拉 伯 数 字 是 由 远古 的 印度 数学 家 布 拉 马 
dp 3 0 (Brahmagupta), Pj E E Ж CAryabhata) , Ë, 
斯 卡拉 (Bhaskara) 等 发 明 的 ,后 经 阿拉 伯 、 西 班 牙 传 到 
全 欧洲 。 

此 事前 面 已 经 讲 过 了 ,这 种 数字 传 入 日 本 是 明治 
以 后 的 事 了 。 


7-3 0 的 发 明 是 数学 的 大 革命 
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这 种 数字 采用 0 代表 位 数 或 空位 ,有 其 独到 之 处 ， 
世 其 它 国 家 的 任何 数字 都 优越 , 故 至 今 在 世界 范围 内 

x 的 位 数 由 20 位 发 展 到 707 位 ,直到 现在 已 经 超 
过 亿 位 。 这 在 很 大 程度 上 依赖 于 印度 ， 阿拉伯 数字 的 
发 明 。 

其 中 0 的 发 明 更 伟大 ,在 印度 刚 开 始 发 明 0 的 时 
候 , 把 它 写 为 〇 。 据 说 这 个 符号 代表 太阳 ,以 后 才 逐 渐 
演变 为 现在 的 形状 。 

把 0 称 为 “zero” 来 源 于 意大利 语 。 现 在 全 世界 多 
半 这 么 称呼 。 

下 面 ,顺便 讲 一 下 进位 制 。 

数字 除 有 10 进位 制 外 ,还 有 5 进位 制 .12 进位 
制 .20 进位 制 .60 进位 制 等 。 

英国 的 码 , 镑 是 12 进 制 。 而 且 ,表示 铅笔 等 的 根 数 
时 ,12 根 以 “一 打 ”(one dozen), 12 打 串 “一 罗 ”(one 
gross) ”至今 仍 这 么 称呼 ,这 也 是 12 进 制 。 

在 时 间 、 时 刻 、 角 度 等 至 今 仍 广 泛 使 用 co 进 制 。 

5,10,20 等 进位 制 也 许 是 从 人 的 手脚 出 发 而 产生 
的 。12、60 进位 制 可 能 因 其 约 数 较 多 、 分 割 方便 。 

回 到 本 节 内 容 上 来 ,在 计算 机 中 使 用 的 是 2 进位 
则 .用 1 和 0 两 个 数字 ,就 可 表示 无 论 多 大 的 数 。 

使 用 2 进 制 数字 计算 下 , 由 于 位 数 增 加 的 太 多 , 因 
此 2 进 制 在 笔算 中 是 行 不 通 的 。 

对 计算 机 来 讲 , 位 数 再 大 ,几乎 也 没有 什么 关系 。 

用 电信 号 表示 1 和 0 的 方法 很 多 。 例 如 ,可 以 用 0 
代表 无 电压 ,1 代表 有 电压 。 在 电气 处 理 上 很 容易 实现 
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在 计算 机 内 部 ,采用 了 不 易 丢 失信 息 、 相 当 复杂 的 
表现 方式 。 

有 人 可 能 认为 我 们 平时 所 用 的 10 进 制 数 很 难 换 
成 2 进 制 数 。 实 际 这 种 担心 是 没有 必要 的 。 

举 一 个 例子 。 

用 除法 可 将 10 进 制 数 1988 改写 成 2 进 制 数 
11111000100。 这 个 结果 对 吗 ? 


由 坚 式 可 知 ,将 10 进位 2)1988 


的 数 用 10 除 儿 次 的 余数 从 22891 Um ° 
| . 497 HMM О 

РА ШЇ Еди 1-60 
下 入 上 并列 1.9.8.8 时 , 则 ЗҮГ l 
就 得 出 1988, 2)124 0 
其 理由 很 简单 。 2562 TTD N 

、 2 31 让 
因为 1988 一 1000 十 900 2)18 озен 1 
十 80 十 8 2) e 1 
—1 < 10š+ 9 2)3 CH 1 
x10 8 l 6666666. 1 
| 10)1988 
>x 10' +8 10198 seere E 
x 10° 10019 eene (8 
Qe BB m 
而 在 2 进位 制 中 ， 


1988 =1 X 2941X 2°+1X 2 1x2'--1x2'-*0 
х 2*-Е0х2^++0х 2 -- 1X 2*-- 0X 2! L 0 
2? 
— 217-2? 254-27 4 2^ T 2' 
—10244-512--256--128--64--4 
— 1988 
因此 ,将 10 进位 数 多 次 用 2 除 ,就 可 将 其 变换 成 
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2 进 制 数 ,只 是 麻烦 一 些 要 了 。 
下 面 介绍 二 种 简单 的 变换 方法 。 
第 一 种 方法 是 将 10 进 制 数 先 换 成 8 进 制 数 ,然后 
再 改 成 2 进 制 数 。 
8 进位 数 有 0.1.2.3.4.5.6.7 等 这 8 个 数字 。 先 
把 这 8 个 数字 换 成 2 进位 数字 。 如 表 1-3 PUR 
表 7-3 
“8 进 制 数 0 1 2 3 4 5 6 7 
2 进 制 数 | ooo | 001 | O10 | O11 | 100 | 101 | 110 | 111 


如 表 7-3 所 示 。 因 8—2'. PEDAL 8 xt | ЖК ЛЕ 2 进 制 
中 用 三 位 数 表示 。 


计算 1988 二 8 ,如 紧 式 。 В eee à 
1988 成 为 8 进 制 数 3704。 рузу ......... @ 
然后 按 表 7-2, 代 入 相应 的 (Ry ues. Ф 


2 进 制 数 ， 

1988=>3704=>011,111,000,100 
把 最 前 这 的 0 去 掉 ,10 进 制 的 1988 变 成 2 进 制 的 
11111000100, 

另 一 种 办 法 是 采用 16 进 制 ,再 将 1988 换 成 2 gt 
制 。 

古 希 腊 也 采用 过 象形 文字 , 那 时 的 数字 是 使 用 字 

母 cpB,7,6,e… 等 代表 1,2,3,4,5,…。 为 此 ,英语 字母 
开始 叫 “a 一 6”。 现 在 还 是 称 ap,c…zyyyz 是 “alpha- 
bet” 大写 字母 也 如 此 。 

Bj А,В,С Hap Y 容易 记 , 所 以 按 表 7-4 那样 作 
出 规定 。 
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10 进 制 数 
符号 F G 
2 进 制 数 0110 | 0111 


10 进 制 数 
符号 


1000 | 1001 


因 16=2*,Ж 0— 15 在 2 ut PE 41%. 
计算 1988—16, 


1988 > (2 Q 00 -» GMD 1621988 
一 0111,1100,0100 16)124 +... @ 
+ # NIE О, D oeeee @ 
1988=11111000100 


用 16 进位 制 好 像 更 简单 了 。 

用 16 进位 制 时 ,也 有 人 用 上 了 我 们 日 常 使 用 的 算 
用 数字 0 一 9, 具 体 是 谁 , 问 不 清 慧 ,作为 参考 将 其 列 在 
Ф 7-5 中 。 


10 进 制 数 
16 进 制 数 
2 进 制 数 
10 进 制 数 
16 进 制 数 
2 进 制 数 


==25, 各 个 符号 在 2 进 制 中 是 5 位 数 。 总 之 再 大 的 数 都 
可 换 成 2 进 制 数 ,喜欢 计算 的 人 ,不 切 一 试 ， 
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7.10 ”用 个 人 计算 机 计算 x 


如 前 所 述 , 从 公元 前 就 开始 研究 圆周 率 = 的 近似 
售 , 并 加 以 计算 。 

作为 计算 方法 ,开始 是 采用 增多 图 内 接 或 外 切 正 
多 角形 按 数 的 方法 ,以 后 也 有 人 采用 连 分 数 的 方法 。 

RAER r 的 展开 式 计算 x 的 近似 值 。 

在 此 ,利用 个 人 计算 机 计算 。 

据说 ,美国 使 用 随机 数 表 等 方法 ,将 7 值 计算 到 几 
亿 位 ,并 申报 了 专利 。 本 书 介 绍 使 用 一 般 通 用 的 展开 
式 , 将 的 近似 值 求 到 10 位 以 上 的 计算 程序 。 

此 程序 是 作者 母校 ,东京 理科 大 学 的 教授 兼 日 本 
数学 教育 学 会 的 松 尾 吉 知 先生 提出 的 ,由 该 校 情 报 中 
心 的 内 田 好 先生 具体 实施 。 

他 采用 PC9801 机 ,使 用 N88BASIC 程序 语言 ,并 
取得 了 较 好 的 结果 。 

在 以 下 的 程序 中 , 威 利 斯 、 哆 拉 和 莱 布 尼 兹 展开 式 
汐 收 敛 性 不 好 ,其 它 7 个 展开 式 可 准确 求 到 小 数 点 后 
15 位 。 

@ EG) T 3 F it K, 


+ = 4arctan (<) —arctan Gig 
100 REM ғ+жжжжжж жаа о ЖЖЖЖ ЖЖЖЖ ЖЖЖ k 
110 REM * J. Marchin (1706) : 100 digit ж 
120 REM * ratio of the circumference * 
130 REM * of the circle to the diameter * 


140 REM **=+***5*0skkokopap k Rokok kkoakokakak kok ole oleo ЖЕК ЖЖЖЖ 
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150 REM atn : function name of arctan 
160 REM 14$ : double precision 

170 AS8=4*=A TN (1/5#) - ATN (1/2394) 
180 PRINT AS#*4# 


190 END 
3. 141592653589793 
ФЕ ЕЕ ЕТА 

2 F o 1*2 ^, . 
T 9 (1 + тту * 3-4-5.6 T 


12. 22. 32 

3.4.5.67 8 
100 КЕМ +жжжяжжжжжжжжж ok жж 3k k k okk Жж к во о К ЖЖЖЖ ЖЖЖ 
110 КЕМ х «703 аид 7 (1739) : 14 digit * 
120 REM * ratio of the circumference * 
130 REM + ої the circle to the diameter * 


140 REM  ssseciekoekokeokeiokekeolokceteelokokokokook okok k o k k 


+e 


150 REM atn : function name of arctan 
160 REM 2 : double precision 
170 А#=1 
180 B#=1 
190 FOR I=1 TO 100 
200 Вё=Вф*1*1/С(2*Ї+ 1)*(2*1-+2)) 
210 A£— At + Bf 
220 NEXT I 
230 PRINT SQR(CA1«91D 
240 END 

3. 141592653589793 

国松 永 良 强 还 有 另 -- 公 式 

1° А 3? 


: 1? 
т=З\1+ТБЖҮТӨ eiot 
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— 12 • 3° ə 52 EM 
1*:6*8*10*12*14 
100 REM "————————— 
110 REM * = ыж ayar (1739) : 51 digit ж 
120 КЕМ * ratio of the circumference ж 
130 КЕМ ж of the circle to the diameter * 


140 REM +*2+*+**** * k aoa oko R k Rokok kok kok kok kok 
150 REM atn : function name of arctan 

160 REM # : double precision 

170 A#=1 

180 B#=1 

190 FOR 1=1 TO 100 STEP 2 

200 Bt - Bis IXI/CQ*1--2)*(2*1-4- 452 

210 Ał= A#}+ Bs 


220 NEXT Í 
230 PRINT A#*38 
240 END 

3. 141592653589793 

9752 x 

Z = Aarctan 土 一 2arctan -l 十 arctan t- 

4 5 408 1393 
100 REM abnaki oo kkk жак 
110 REM * 27 (1789) * 
120 REM + ratio of the circumference * 
130 REM * of the circle to the diameter * 


140 REM **+*+**** kcdokokokok кж жж ЖКК КККК ЖЕ оК 
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150 REM atn : function name of arctan , 
160 REM # :double precision 
170 ASE-4*ATN (11/58) —2*A TN (1/4088) 


+ATN С1/13938) 
180 PRINT AS#*4# 
190 END 
3. 141592653589793 
O EEE 
F = l2arctan ip 8arctan Š —5атсап 555 
100 КЕМ <ia aoao a око жок ео 
10 КЕМ * 777 7 * 
120 REM * ratio of the circumference * 
130 КЕМ * of the circle to {һе diameter * 


140 REM *+*=k* oko dokkekokokokkokokololokokokolok о оо ожо оК 

150 REM atn : function name of arctan 

160 REM # :double precision 

170 ASE—12«ATN (1/180 + 8KATN (4/57 
—5*ATN(CI/2398) 

180 PRINT AS#H*4# 


190 END 
3. 141592653589793 


者 斯 特 好 的 出 生 、 去 世 年 月 不 清 ,其 公式 为 


л d, 21 d. 
q^ бахсхап 8 -J-2arctan 57 tarctan 239 
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MR 


100 REM aooaa жж жже Жок Жо кака КККК ЖК ЖЖЖ 


110 REM * anea * 
120 REM + ratio of the circumference * 
130 REM » of the circle to the diameter * 


140 REM oakao aa aoaaa o о о 
150 REM atn : function name of arctan 

160 REM # : double precision 

170 ASE—6«ATN 1/8) +2*АТМ (1/571 


+ ATN (0/239: 
180 PRINT AS#*4ł 


190 END 
3. 141592653589793 


@r # Х 

== arctan E arctan l. Larctan E 

4 5 70 99 
100 REM жжежжжжжежжккк жж Жжж жж жж жж R KOR Kok kok k ж 
110 REM = 9 vv +— F (1824) : 208 digit ж 
120 REM * ratio of the circumference * 
130 REM * of the circle to the diameter * 
140 REM жж Жжжж sk кок жж рк k oh 5k 3k SE Ak EE E E E E E EE E LLIZLI 
150 REM atn : function name of arctan 
160 REM 5 : double precision 
170 ASt- A«A'TN (1/5#) — ATN (1/70) + ATN(1/998) 
180 PRINT AS 和 + 和 


190 END 
3. 141592653589793 


以 下 三 个 是 收 伍 性 较 差 的 三 个 公 趟 及 其 相应 的 计 
算 机 程序 ,以 供 参考 。 
LISSE 
ты 222144: 
“\1,53+3*5 
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100 КЕМ kíkka ooo kook КККК ККЖ ЖЖЖЖ kk K kR 
110 REM ж 9 + - U! ж 
120 REM * ratio of the circumference * 
130 REM * of the circle to the diameter * 
140 REM *kx*+**** kika ka жж жк жк жж Жжжж жож Жк ККК ЖЖ 
150 A#=1# 

160 FOR I=10000 TO 1 STEP-1 


170 A} = Ads (Gf I2fD/(G22«1—15:*Qit*Ic-1485) 
180 NEXT I 


190 PRINT A#=28 


200 END 

3. 141514118681485 

Фен 

л 1 1 1 1 l, 

4 3*8 т эи 
100 REM x******** aaao kk sk kok sk okk k kok kak oE k k 5 kokk k 
110 REM + Zt zu 一 5 4 Z= , > * 
120 REM * ratio of the circumference * 
130 REM * of the circle to the diameter * 


140 REM. Haako aoao s; % 32 кожо o o kok k k 


150 REM $ ydouble precision 


160 A#=0 
170 FOR 1=10000 TO 1 STEP 一 1 
180 153-1 


190 IF (I- INT(I/2»*2 =0 THEN IS# 一 一 1 
200 Аё=А$+158/ (2+1—1) 

210 NEXT I 

220 PRINT Ай+4# 


230 END 
3. 14149265390043 
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格 里 高 利 在 1671 +, Е ДЕ 1673 FAIR 
到 了 同一 公式 。 

euius. 

А 1 1,1 1,1,. 

т 1205 "REC 42 十 到 十 ) 


100 REM ***+** + kek kokokok oko okok kok k 


110 REM * +4 5 — * 
120 REM * ratio of the circumference * 
130 REM * of the circle to the diameter * 


140 REM жжкжжжжхжжжжжжжжж sok kok okoo ok kk 
150 REM # :double precision 

160 A#=0 

170 FOR I=5000 TO 1 STEP-1 

180 1S#=1 

190 IF (I—INT(1/22*2) 20 THEN IS$——1 

200 AS— AS - ISE/CI«D 

210 NEXT I 

220 PRINT SQR CA#*12#) 


230 END 
3. 141592615398161 
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第 八 章 
E JEU FH ЕТТ 


8.1 数理 统计 的 历史 


有 关 数 理 统 计 的 历史 ,恰好 可 引用 明星 大 学 宇 喜 
多 义 昌 先生 的 论文 。 在 论文 中 ,他 有 如 下 阐述 ， 

“据说 ,几何 学 在 公元 前 3000--2000 年 由 埃及 图 
绳 划 地 开始 的 。 在 希腊 得 到 发 展 并 形成 体系 。 

在 这 方面 ,最 有 代表 性 的 数学 家 是 欧 儿 里 得 。 他 是 
公元 前 300 年 时 的 人 。 因 此 .几何 学 在 此 之 前 就 已 产 
生 。 

代数 学 是 在 公元 一 世纪 .在 印度 和 阿拉 伯 数 学 的 
基础 上 发 展 起 来 的 。 因 此 .可 以 说 很 早 就 有 了 代数 学 。 

作为 微 积分 学 开端 的 解析 数学 ,是 以 牛顿 (1642 一 
1727) 在 1704 年 发 表 的 论文 为 起 点 ,至 今世 有 近 300 
年 的 历史 。 

但 是 ,概率 论 却 是 在 17 世纪 中 叶 . 在 帕斯卡 和 费 
蕊 两 人 间 书 信和 来 往 中 发 展 起 来 的 。 它 形成 一 门 学 问 的 
标志 是 1812 年 拉 普 拉 斯 (1749--1827) 发 表 的 “解析 概 
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率 论 ”, 据 今 约 180 年 。 

另外 ,统计 学 是 以 皮尔 各 (1857 一 1936) 和 加 尔 通 
C1822 一 -1911) 的 记述 统计 学 为 起 点 。 因 此 据 今 不 足 百 
年 。 

现在 作为 统计 学 主流 的 推测 统计 学 被 称 为 统计 学 
A dX E (1876—1936) 论文 (1908 年 ) 和 费 希 耳 
(1890--1962» 0 3: (1925 和 1935 年 ) 发 表 之 后 。 由 此 
看 来 ,只 有 60 年 左右 的 历史 。 

在 日 本 ,概率 和 统计 出 现在 学 校 教育 中 ,是 二 次 大 
战 之 后 的 事 了 。 

战 前 很 少 触及 概率 论 ,大 学 里 几乎 没有 这 方面 的 
资料 。” 

以 上 这 段 话 , 简 要 地 概述 了 这 方面 的 历史 。 

战 后 ,统计 学 得 到 了 重新 认识 .在 初中 .高 中 ,甚至 
小 学 课本 中 都 出 现 了 这 方面 的 内 容 。 

但 那 时 还 没有 制定 出 恰当 的 统计 教学 体系 ,大 学 
入 学 考试 不 考 这 方面 内 容 , 即 使 考 ,也 不 知 出 什么 样 的 
题 合 适 。 与 此 同时 ,有 关 改 子 或 硬币 的 反正 两 面 概率 或 
班级 里 学 生 身高 .体重 的 统计 ,与 数理 统计 相 比 ,二 者 
难度 相差 甚大 。 这 也 给 实际 教学 带 来 困难 ,所 以 战 后 
40 年 (1985) 仍 没 建立 起 空 固 的 领域 。 

其 结果 ,在 现在 高 中 ,学 完 数理 统计 的 人 极 少 。 

作为 开场 白 , 就 到 此 为 止 。 下 面 稍微 讲 一 下 数理 统 
计 的 内 容 , 重 点 还 在 r 与 托 计 的 关系 。 


8.2 研究 数理 统计 的 人 


将 概率 作为 学 问 加 以 研究 的 第 一 个 人 是 意大利 数 
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“ЖТ. 考 尔 塔 诺 (1501 一 1576)。 


图 8-1 考 尔 塔 诺 (1501 一 1576) 

他 是 米 特 诺 律 师 的 私生子 .毕业 于 煌 皮 亚 大 学 的 
医学 部 ,毕业 后 最 先 从 医 。 

后 来 ,他 学 过 哲学 和 数学 ,成 为 帕 皮 亚 的 市 长 。 

他 也 研究 占星 术 和 物理 学 ,他 作为 专业 赌博 师 也 
是 很 有 名 气 的 。 

有 一 次 ,一 个 朋友 问 他 “ 搓 2 48 T GE A Е 
3 个) 时 ,出 现 次 数 最 多 的 点 数 之 和 似乎 是 7。 这 是 为 什 
么 呢 ?” 他 从 数学 上 解答 了 这 个 问题 。 

点 数 之 和 为 2 时 只 出 现 1 次 ,点 数 之 和 为 3 的 出 
现 2 次 ,4 的 出 现 3 次 ,5 的 出 现 4 次 ,6 的 出 现 5 次 ,7 
的 出 现 6 次 ,8 的 出 现 5 次 ,9 的 出 现 4 次 ,10 的 出 现 3 
次 ,11 的 出 现 2 次 ,12 的 出 现 1 次 ,如 表 8-1 


表 8-1 2 个 般 子 点 数 之 和 与 出 现 的 次 数 
点 数 之 和 2|sla|sielz|s|eo rou 12 
出 现 次 数 1 (121 з [а [5 ее [а (з 21 
的 确 ,2 ^C 9 5 9k Z #u 29 7 时 ,出 现 的 次 数 最 


多 。7 出 现 的 方式 分 别 为 (1.6),(2.5),(3、4)，(4、3)， 
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(5,2), (6,1). 

在 此 基础 上 ,他 除了 写 代 数 方面 的 著作 外 ,还 写 了 
有 关 赌 博 方面 的 书 。 关 于 代数 方面 的 闭 书 ,还 留 下 了 如 
TO E ERE, 

听 到 了 塔 鲁 塔 拉 发 现 了 3 次 方程 式 的 一 般 解法 之 
后 , 考 尔 洪 诺 便 去 向 塔 鲁 塔 拉 求教 。 但 后 者 不 肯 教 授 。 
最 后 塔 鲁 塔 拉 以 “绝对 保密 ”为 先决 条 件 , 才 教 给 了 考 
Ж, 

但 , 考 尔 塔 诺 没 有 遵守 这 项 规定 ,他 发 表 了 文章 ， 
就 好 像 是 自己 研究 发 现 的 。 因 此 现在 仍 误 传 3 次 方程 
式 的 一 般 解 法 是 考 尔 塔 诺 发 现 的 。 

考 尔 塔 诺 既 是 位 天 才 , 又 是 位 狂人 、。 

他 说 ,* 同 时 掷 二 个 山子 , 赌 点 数 之 和 是 7 最 有 
利 .” 实 际 确实 如 此 。 

统计 学 是 以 概率 (信赖 度 ) 为 基础 的 一 门 学 问 , 统 
计 学 分 二 种 。 

一 种 是 记述 统计 学 。 它 是 求 若干 个 数据 的 合计 、 平 
均 和 标准 误差 。 

另 一 种 是 “ 推 计 学 ?或 “推测 统计 学 ”, 它 根据 大 量 
数据 进行 推测 ,得 出 “会 怎样 的 结论 ,给 出 发 生 的 概率 
和 百 分 之 多 少 的 信赖 度 , 以 此 为 基础 预测 未 来 发 生 的 
事 。 

在 以 概率 为 基础 的 推测 统计 学 中 用 到 了 r。 
除 考 尔 塔 诺 外 ,法 国 的 帕斯卡 (B. Pascal, 1623— 
1662) 也 研究 过 概率 。 

帕斯卡 出 生 在 法 国 中 南部 的 阿 万 龙 省 的 凯 斯 鲁 
门 ,3 岁 时 他 失去 母亲 ,少年 时 随 父 及 两 个 姐姐 来 到 书 
A. 
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他 没 受 过 正式 教育 ,自学 欧 几 里 得 几何 学 。 

他 父亲 对 他 说 过 “你 还 太 小 ,不 能 学 太 难 的 东西 。” 
为 此 把 他 的 书 给 收 了 起 来 。 

到 了 12 岁 ,他 认识 到 “三 角形 三 内 角 之 和 是 一 定 
值 ,” 并 能 阅 明 道理 ,这 使 他 父亲 大 吃 一 惊 ! 这 是 一 段 他 
研究 几何 图 形 的 传闻 。 

他 的 著名 的 帕斯卡 三 角形 是 将 (a 十 5)"” 展开 式 中 
的 系数 排列 成 如 下 的 三 角形 的 形状 。 


(a+b) 1 1 

(Ca 十 六 1 2 1 
(a+b)? 1 3 3 1 
Ca4-55* 1 4 6 4 1 
Catb)’ 1 5 10 10 5 1 


s... sse LLILLLLLLLO 


另外 ,有 关 液 体 的 帕斯卡 定理 也 是 相当 有 名 的 ,在 
现代 , 它 广泛 应 用 于 汽车 的 液压 制动器 、 建 筑 中 的 藻 汽 
锤 , 火 车 的 制动器 等 。 

帕斯卡 是 在 与 费 马 通信 中 探讨 概率 论 的 。 

不 能 使 人 忘记 的 是 ,作为 一 名 哲学 家 ,帕斯卡 也 是 
一 流 的 ,在 “ 蜡 想 录 ” 一 书 中 ,他 留 下 了 “人 生 如 苇 ” 这 一 
AJ. 


8.3 正则 分 布 和 信赖 度 


把 x 与 板 率 硬性 地 联 在 一 起 ,会 引出 与 下 面相 类 
似 的 问题 。 
如 图 8-2。 在 边 长 1m 的 正方 形 正 中 ,有 个 直径 为 
60cm 的 图 .投掷 小 球 , 问 小 球 命中 圆 的 概率 是 多 少 ?其 
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中 命中 正方 形 四 周边 线 或 命中 圆周 都 算 作 命中 图 。 


——-1(100ст) ^ 


图 8-2 


Ж ”正方 形 的 面积 是 1 米 ? 一 10000 厘米 *, 正 中 图 
ПЖ пх 30 = 9007 (厘米 :)。 故 小 球 命中 圆 的 概率 为 


900z 9л . o 
10000 109^ © 09728: 26 06) 


因为 投球 太 容 易 , 这 样 提问 题 不 太 合适 。 描 准 当 中 
投 , 相 当 多 的 人 会 百 发 百 中 ,概率 为 100% ,但 从 数学 
上 考虑 则 为 0.09r 或 28.26%。 

有 个 再 稍 难 一 些 的 问题 ,是 法 国生 物 学 家 S. ША 
(1707 一 1788) 提 出 的 ,在 平面 上 划 二 条 平行 直线 ,将 与 
二 线 间距 同 长 度 的 针 从 上 方 随 意 落下 , 针 与 直线 相交 


又 的 概率 为 之 。 此 问题 中 也 出 现 了 x。 有 人 会 提出 来 ， 
r 是 怎样 参与 进来 的 喀 ? 这 实际 与 角 有 关系 。 从 角 连 系 
到 三 角 比 ,由 三 角 比 与 x 建立 了 联系 。 

摩根 CA. De Morgan,1806 一 1871) 让 学 生 作 这 个 
实验 。 从 600 次 的 实验 结果 中 ,得 出 x 二 3. 137。 

这 样 ,在 概率 中 出 现 了 zt。 在 统计 中 同样 也 要 用 到 


Р 


T. 
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例如 , 当 数 据 资料 非常 多 时 ,它们 的 频数 分 布 呈 以 
平均 值 为 中 心 的 左右 对 称 的 吊 钟 形 时 ,统计 中 会 出 现 
x, 这 类 分 布 叫 “正则 分 布 (normal distribution)”, 

调查 1000 名 相同 年 龄 人 的 智商 指数 ,其 分 布 如 表 
8-2 


表 8-2 
智商 指数 人 数 相对 人 数 
54, 5 一 64.5 3 0. 003 
64.5—74. 5 21 0. 021 
74. 5—84. 5 90 0. 090 
84. 5—94. 5 295 0. 295 
94. 5— 104.5 330 0. 330 
104. 5—114. 5 201 0. 201 
114. 5 一 124. 5 54 0. 054 
124. 5 一 134. 5 5 0. 005 
134, 5 一 144. 5 | 1 0. 001 
合 计 1000 1 


此 表 转 摘自 明星 大 学 宇 喜 多 义 昌 教授 所 著 ( 统 计 
学 入 门 》。 

同年 令 成 人 的 智商 指数 =, 随 着 统计 人 数 的 增多 ， 
可 看 成 连续 的 概率 变量 。 

图 8-3( 上 ) 是 直方 图 或 折线 图 。 也 秘 为 “分 布 多 边 
形 ”。 图 中 各 区 间 的 长 方形 面积 代表 相对 人 数值 。 

当 数 据 增多 ,区 间 细 分 时 ,折线 变 成 曲线 ,如 图 
8-3C POSER. 


此 曲线 可 由 下 式 近 似 表 示 : 
== 1 Em 
Y= Sme ” 
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El 8-3( 下 ) 


其 中 DIO 是 常数 ,o 汪 0。 
能 用 上 式 表示 的 曲线 称 为 “正则 分 布 曲线 Cnormal 


distribution curve), 


Ag NE 二 f(z), 则 有 


(12 тп Ба) = (т-а) 

(2Z)lim fx) —0 

DE x XJ f£ dip f BR. FG ЖЕ, #£ =m W RE 
Ж 8 EL (maximum value) 77. 


(4) £ — oo rm Wb. f (z) SIRE du XE mx 
co 时 ,f(zx) 单 调 减 少 。 
同时 , f(x) 是 以 x 二 =m 直线 为 对 称 轴 的 左右 对 称 
的 吊 钟 形 曲 线 , 其 渐 近 线 为 工 轴 。 
(5) 曲 线 y 二 f(x) 有 二 个 拐点 ,它们 是 y 二 f(x) 与 
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直线 r=m—o ИЖ x—m-o 的 交点 ,如 图 8-4 所 示 。 


х-т-—о xm x-mto 


х 


Í іа b 
т-с mmto 


图 8-4 
概率 变量 在 闭 区 间 [a,5j 的 概率 Р(а<х<Ь) 
b 1 _ am? 
< r<) = 
Р(а< z < 5) | == аг 


халай L 7 时 , 称 <X 为 正则 分 
ж”, 
ХН А Е nlm). P4. 
平均 值 和 方差 分 别 为 E(X)= m oi—c, 

平均 值 为 加 ,方差 为 oz 的 正则 分 布 写 为 Моя, 
в?) 

3 0,0—1 时 ,概率 密度 函数 变 为 -上 -< Uf 
“X 为 标准 正则 分 布 NC0,1)”。 


X 的 概率 分 布 为 正则 分 布 N Gne RE z m 
的 概率 分 布 为 标准 正则 分 布 NC0,1)。 此 过 程 叫 “ 正 册 
化 "或 “标准 化 ”。 . 

很 明显 ,正则 分 布 有 
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rmt+o 
PGn —о<х&т-+о) = | JG@)dz = 0.683 
m+ 2 
PG — 0 < r < m+ 20 = | fG)dz = 0. 954 
m- ža 


m--3a ü 
Р(т — Зо< z < m + Зо) = | fGodx = 0.997 
J m— 30o 
其 中 


1 [e 
( › — F——- io? 
fi d 


上 述 公式 可 用 图 表示 。 如 图 8-5 所 示 。 这 是 些 很 有 
名 的 公式 ,想必 大 家 对 此 都 很 了 解 。 
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同龄 人 的 身高 .体重 智商 指数 以 及 在 一 定 的 管理 
基础 上 生产 出 的 产品 的 大 小 、 重 量 等 的 分 布 ,可 按 正则 
分 布 处 理 。 

如 前 所 述 ,数理 统计 的 历史 不 长 ,但 它 在 现代 社会 
的 各 个 方面 都 点 有 一 定 的 地 位 。 

今后 ,这 个 领域 将 更 加 发 展 , 以 适应 社会 的 需要 。 

作 考 曾 从 事 护 士 的 教学 工作 ,切身 感到 在 医学 上 
统计 学 也 有 用 武之 地 。 

此 外 ,今后 统计 学 将 广泛 用 于 生物 学 。 


GZAGYISCSYB] D. D Ü 
2010] 20 10] 17] 070 520 
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2 十 АЕ 


在 学 生 时代 , 我 师 从 轧 师 答 部 贞 市 郎 先 生 、 三 上 义 
夫 先 生 和 矢 轩 健太郎 先生 ,对 数学 史 产 生 很 深 的 兴趣 ， 
也 曾 出 版 过 儿 本 读物 .岁月 流逝 ,为 了 这 本 书 经 得 住 扒 
H RAH T | Pr PL ET HB B io oxide gw fE Co th DK 
社 , 在 此 一 并 表示 谢意 。 

看 了 本 书 感到 不 够 满意 的 读者 ,请 进一步 阅读 有 
关 方 面 的 书籍 。 

受 平山 谤 先生 的 《圆周 率 的 历史 》 一 书 的 启发 我 才 
得 以 动笔 ,后 又 多 处 引用 了 这 本 书 , 在 此 深 表 谢意 。 此 
外 ,承蒙 明星 大 学 宇 喜 多 义 昌 教授 的 好 意 ,引用 了 他 的 
资料 和 论文 。 

还 有 ,在 日 本 数学 教育 学 会 名 誉 会 长 松 尾 吉 知 先 
生 的 指导 下 ,我 从 东京 理科 大 学 信息 处 理 中 心 的 内 田 
好 先生 处 得 到 了 计算 机 程序 原稿 ,从 日 本 数学 史学 会 
会 长 下 平和 夫 先 生 处 了 解 到 了 江 户 时 代 日 本 数学 状 
况 。 

对 以 上 诸位 再 次 表示 感谢 ! 


жээ 
1989 年 9 月 1 工 日 于 伊豆 
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